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⟨권이태, 0809⟩

공적분

허구적 회귀

아래의 y1,t와 y2,t는 서로 독립인 확률보행과정을 따른다.

y1,t = y1,t−1 + vt, vt ∼i.i.d. (0, 1)

y2,t = y2,t−1 + ut, ut ∼i.i.d. (0, 1)

그렇다면 y1,t와 y2,t는 서로 독립적으로 생성되기에 관련이 없다. 그러나 단순회귀모형

y2,t = α+ βy1,t + ϵt

를 적합하는 경우, 일반적으로 높은 R2값과 회귀계수의 큰 t값, 그리고 낮은 DW통계량이 관측된다. 이는 두

시계열 간 아무 관계가 없음에도(참모형에서 α = β = 0임에도) 회귀계수가 유의하게 나타난다는 점에서,

허구적 회귀라 부른다.

더 나아가, 회귀계수로서 얻은 α̂와 β̂에 대하여 아래가 성립한다.(
T−1/2α̂

β̂

)
= Op(1)

우리가 일반적으로 회귀분석을 진행하는 경우
√
T (α̂ − α) 따위로 검정을 진행함을 돌이켜 보면, 일반적인

회귀분석에서는 (
T 1/2α̂

T 1/2β̂

)
= Op(1)

여야 합니다. 즉 추정량이 Op(T
−1/2)로, T → 0일 때 일치성을 가진다. 그러나 우리의 경우 이 값이 발산하여

일치성을 가지지 않는 추정량이 된다. 더 나아가, F값은 F = Op(T )로 발산하여 회귀식 역시도 유의하게

관측된다. R2이 0으로 수렴하지 않는 것과 DW 통계량이 매우 작게 나오는 것 역시 이와 관련된다. 결국

문제는 회귀식에서 사용하는 오차항 ϵt가 I(1)임으로부터 기인한다.

허구적 회귀를 해결하기 위해서는 회귀식을

y1,t = α+ ϕy1,t−1 + βy2,t + δy2,t−1 + ϵt

처럼설정해 lagged variable을넣음으로써오차항 ϵt를 I(0)으로만드는것이하나의대안이될수있다.이는

동태적 패널 모형 등에서 자주 사용되는 해결법 중 하나이다. 둘째는 차분을 수행하여

∆y1,t = α+ β∆y2,t + ϵt

를 적합하는 것이다. 마찬가지로 차분을 하는 경우 ∆y1,t와 ∆y2,t는 I(0)이므로 유효한 회귀모형이 된다.

마지막으로는 이러한 자기상관관계를 고려하여 OLS 대신 적절한 GLS를 수행할 수 있다.

공적분

차분을 이용해 허구적 회귀를 해결하려는 경우, 모든 변수를 동일하게 차분한다. 이 경우 몇몇 변수가 과대차

분됨에 따라, 시계열의 분산이 커지는 등의 문제가 발생할 수 있다. 만약 시계열에 공적분 관계가 존재하는

경우, 이를 보정함으로써 쉽게 문제를 해결할 수 있다.
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만약벡터확률과정 yt ∼ I(1)에대하여어떤 α ̸= 0가존재해 γT yt ∼ I(0)이라면, yt가공적분 벡터 γ로써

공적분되어있다고 말한다. 만약 그렇다면, 회귀분석의 과정에서 오차항 ϵt가 I(0)일 수 있게 되므로 허구적

회귀의 문제가 발생하지 않는다.

예를 들어 y1,t와 y2,t가 (1,−β)T라는 공적분 벡터로써 공적분되어있다고 하자. 이 경우(
y1,t

y2,t

)
∼ C(1,−β)

처럼 쓰기도 한다. 그렇다면

y1,t − βy2,t = ut ∼ I(0)

이므로, 우리가

y1,t = α+ βy2,t + ϵt

와 같은 단순회귀모형을 적합할 때 문제점이 없다. 특히 정상성을 가지는 I(0)인 ϵt = ut − α 과정은 오차항,

혹은 혁신으로 판단가능함을 고려한다면 장기적으로는 y1,t − βy2,t = α에서 ϵt만의 변동을 거친다. 따라서

공적분 관계는 장기평형의 관계로 해석할 수 있다. 또한 회귀분석으로써 얻는 α와 β는 이 장기관계를 밝혀

내는데에도움이된다.즉공적분을이용하여회귀분석을수행하는것은허구적회귀의위험으로부터벗어나

모수들의 장기균형을 밝히는 데 도움이 된다.

공적분 관계 검정

어떠한 벡터 시계열 yt에 대하여 공적분 벡터가 γ로 알려져 있다고 하자. 실제로는 아래의 과정을 거쳐 이를

검정할 수 있다.

1. 벡터시계열을이루는 yt의각원소들중 γ와관련된단변량시계열들이각각으로는비정상시계열임을

밝혀야 한다. 여기에는 적절한 모형 하에서의 DF 검정, ADF 검정, PP 검정 등이 사용될 수 있다.

2. 다음으로는 γT yt가 정상성을 갖는지 검정하기 위하여, DF 검정, ADF 검정, PP 검정을 수행할 수

있다.

지난 시간에 다룬 것과 같이, yt의 성질에 따라 적절한 Case 하에서 정상성 검정을 수행해 주어야만

한다.특히 Case 3과같은경우는추세를허용하기때문에정확히말하면정상성을가지지는않는다.그러나

추세가 선형이기 때문에, 그 계수를 안다면 추세를 제거할 경우 정상시계열을 얻게 된다. 그러므로 공적분은

엄밀하게는 γT yt ∼ I(0)인 경우를 의미하지만, 프랙티컬하게는 공적분 검정에서 장기균형에 추세가 있다고

보고 이를 제거한 뒤 공적분을 이용한 회귀분석을 수행하기도 한다.

VECM

추세가 포함된 벡터자기회귀모형

yt = µt +Φ1yt−1 + · · ·+Φpyt−p + ϵt, ϵt ∼i.i.d. (0, σ
2)

을 고려하자. 이때 이를 ADF representation의 형태로 다시 쓰면,

yt = µt + ρyt−1 + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 + ϵt

이며

ρ =

p∑
i=1

Φi, ξi = −
p∑

i=j+1

Φi
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이다. 한편 양변에서 yt−1를 빼면,

∆yt = µt + (ρ− I)yt−1 + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 + ϵt

를 얻는다. 한편, 우리의 벡터자기회귀모형이

yt − Φ1yt−1 − · · · − Φpyt−p = Φ(L)yt = µt + ϵt

으로 써진다고 하면

ρ− I =

p∑
i=1

Φi − I

= −(I − Φ1 − · · · − Φp)

= −Φ(1)

이다.

한편 이 시계열에 h개의 공적분 관계가 있다는 것은, 랭크가 h인 n× h 행렬 A가 있어 AT yt ∼ I(0)임을

의미한다. 좋은 조건 하에서, h개의 공적분 관계가 있는 시계열 yt에 대한 Φ(1)은

Φ(1) = BAT

로 분해될 수 있음이 알려져 있다. 이때 A,B ∈ Rn×h이며 A는 공적분 관계 행렬과 같다. 따라서 아래와 같이

VECM을 정리할 수 있다.

∆yt = µt + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 − BAT yt−1︸ ︷︷ ︸
error correction

+ϵt

• VECM은 단기적인 변동 ∆yt−1 · · ·∆yt−p+1들이 이번 기의 변동 ∆yt에 어떠한 영향을 미치는지를

묘사한다.

• 이때 BAT yt−1은 그 과정에서 오차를 수정하는 역할을 한다.

• A가 공적분 관계 행렬이므로, AT yt−1은 I(0)일 것으로 기대된다. 또한 다르게 말하면 그 값은 장기균

형으로부터 벗어난 정도를 의미하기도 한다.

• 오차수정항의계수가마이너스인이유도이와관련이있다.장기균형으로부터시계열이많이벗어나는

경우 BAT yt−1 값이커진다.이는 ∆yt의과대차분을보상해주는항일뿐더러,장기균형으로부터벗어난

시계열을 장기균형으로 복원시키는 역할을 한다.

한편 µt는 시계열의 형태를 보고 추세 모양으로부터 적절히 결정해 주어야 한다. 단위근검정에서와 마찬가

지로 µt = 0인 절편이 없는 경우, µt = µ0인 절편이 있는 경우, µt = µ0 + µ1t인 선형 추세가 있는 경우 등이

자주 사용된다. 이외에도 다양한 방법이 있다.

Johansen’s Method

VECM의 적합은 Johansen의 알고리즘을 통해 최대가능도에 기반하여 수행한다. 특히 공적분 관계의 개수

h의 결정과 VECM에서의 계수 결정이 동시에 수행된다. 대표적으로 추세가 있는 µt를 이용하는 경우,

1. 보조회귀식

∆yt = ηt +Π1∆yt−1 + · · ·+Πp−1∆yt−p+1 + ut

를 적합한다. (오차수정항이 없는 형태)
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2. 보조회귀식

yt−1 = νt +Θ1∆yt−1 + · · ·+Θp−1∆yt−p+1 + vt

를 적합한다. (오차수정항이 없고 반응변수가 yt−1)

3. 잔차 ût와 v̂t를 이용하여, 아래의 세 공분산행렬

Σ̂UU =
1

T − p

T∑
t=p+1

ûtû
T
t , Σ̂UV =

1

T − p

T∑
t=p+1

ûtv̂
T
t , Σ̂V V =

1

T − p

T∑
t=p+1

v̂tv̂
T
t

를 추정한다.

4. Σ̂−1
V V Σ̂V U Σ̂

−1
UU Σ̂

−1
UV의고유값 λ̂1 > λ̂2 > · · · > λ̂m과상응하는고유벡터 e = (e1, e2, · · · , en)을구한다.

단, eT Σ̂V V e = I를 만족하도록 한다.

5. 이를 바탕으로 아래와 같이 모수들의 최대가능도추정량을 얻는다. 공적분 관계가 h개 있을 때,

Â = (e1, e2, · · · , eh) ∈ Rn×h

B̂ = Σ̂UV Â ∈ Rn×h

µ̂t = η̂t − B̂ÂT ν̂t

ξ̂i = Π̂i − B̂ÂT Θ̂i

Σ̂ϵ =
1

T − p

T∑
t=p+1

(ût − B̂ÂT v̂t)(ût − B̂ÂT v̂t)
T

6. 이때의 로그가능도는

l∗ = −Tn

2
log(2π)− Tn

2
− T

2
log |Σ̂UU | −

T

2

h∑
i=1

log(1− λi)

으로 주어진다.

주의할 점은 µt 추세항의 형태에 따라 이 알고리즘은 달라질 수 있다. 위의 알고리즘은 선형 추세를

가정하는 경우의 알고리즘이다.

한편 이를 이용하면 h가 정해졌을 때의 로그가능도를 알 수 있다. 따라서 이는 공적분 개수 h에 대한

검정을 수행하는 데에도 사용할 수 있다. 먼저 아래의 가설을 고려하여 보자.

H0 : h cointegrations v.s. H1 : more than h cointegrations

그렇다면 이 경우의 로그가능도비는

LR = 2(l∗1 − l∗0) = −T

n∑
i=h+1

log(1− λi)

이며, µt의 형태에 따라 그 분포가 달라진다. 이러한 검정법을 트레이스 검정이라고 부른다. 일반적으로 µt

의 형태에 따라 그 분포표가 주어지고, 이를 이용하여 결정해야 한다.

또 다른 방법은 가설을

H0 : h cointegrations v.s. H1 : h+ 1 cointegrations

으로 설정하는 것이다. 이 검정방법에서는 h = n − 1이라는 큰 쪽부터 시작하여 귀무가설을 기각하지 못할
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때마다 h를 점점 줄여나가 h를 찾는다. 이 경우 검정통계량은

LR = −T log(1− λh+1)

이며, 이러한 방법을 최대고유값 검정이라 부른다.

Summary

따라서 오차수정모형은 아래와 같이 적합한다.

1. AIC나 SBC와 같은 정보량 기준을 이용하여 VAR(p)의 차수를 정한다.

2. 벡터 시계열에 대한 선행지식과 분석을 통하여 결정적 추세 µt의 개형을 결정한다.

3. 적절한 µt를고른뒤그에맞는 Johansen’s method를적용하고,트레이스검정혹은최대고유값검정을

통해 h를 결정한다.

4. 해당 h에 맞게 Johansen’s method를 이용해 오차수정모형

∆yt = µt + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 −BAT yt−1 + ϵt

를 적합한다. 이때 A,B ∈ Rn×h이다.

5. 적합한 오차수정모형의 잔차 ϵ̂t를 이용하여 잔차검정을 수행해 모형의 타당성을 검토한다.

한편 그 결과에서 A를 통하여 yt에 존재하는 장기적 균형관계, 혹은 해당 거시경제변수들이 갖는 관계를

확인할 수 있다. 또한 결정된 계수 µt와 ξi 등을 통하여, ∆yt가 단기적으로 이전 기의 ∆yt들과 AT yt−1에

의하여 어떤 영향을 받는지 확인할 수 있게 된다.


