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Chapter 1

시계열자료

시간에따라관측된자료를시계열자료라한다.시계열은연속적으로생성되는연속시계열과이산적시점에서

생성되는 이산시계열로 나뉘나, 대개 관측의 한계로 인해 이산시계열을 분석한다. 시계열자료는 일반적으로

시간 t를 이용하여

{Zt, t = 1, 2, · · · , }

와같이표현한다.이시계열자료로부터시계열의생성특성을파악하여미래의관측값을예측하는것이주요

목표가 된다.

시계열자료 분석 시에는 먼저 탐색적 자료분석을 위하여 시계열그림을 그린다. 이는 시간 t를 가로축으로,

시계열의 관측값 Zt를 세로축으로 하여 그린다. 시계열그림을 그리면 Zt의 평균 수준이 일정한지, 그 분산은

일정한지, 어떠한 추세가 있는지 등을 간단히 확인해볼 수 있다는 점에서 유용하다.

시계열분석의 과정은 아래의 단계를 따른다.

1. 모형의 식별(identification)

2. 모형의 추정(model estimation)

3. 모형의 진단(model diagnostics)

4. 예측(forecasting)

5. 안정성 조사(stability checking)

6. 예측 갱신(forecast updating)

한편 모형의 적합과 예측 방법은 다양한 선택 기준을 가지고 있다. 이는 모형의 정확성, 소요되는 시간,

복잡도, 데이터에의 접근성, 예측 기간의 길이 등을 총체적으로 고려하여 결정한다.

Definition 1. 관측된 자료에서 시점 t에서의 l-시차 이후의 예측값을 Ẑt(l)처럼 쓸 수 있으며, 예측오차는

êt(l) = Zt+l − Ẑt(l)

으로 정의한다.

Definition 2. 만약 시계열 {ϵt}가 아래 세 조건을 만족하면, 백색잡음이라 한다.

• E[ϵt] = 0

• Var(ϵt) = σ2

• Cov(ϵt, ϵs) = 0 ift ̸= s



Chapter 2

추세분석

전통적으로 시계열자료의 분석 과정에서 많이 사용되어 온 방법은 Zt를 시간의 함수로 표현하는 것이다.

특히 회귀분석을 적용할 수 있는 선형다항추세모형

Zt = β0 + β1t+ β2t
2 + · · ·+ βpt

p + ϵt

를 많이 사용한다. 만약 시계열이 일정한 수준을 중심으로 위아래로 흔들리면 p = 0인 상수평균모형을, 선형

적인 증가추세를 가지면 p = 1인 선형추세모형을 주로 적용한다. 만약 성장이 지수적이라면 로그를 씌운 뒤

분석하는 것을 고려해볼 수 있다. 이는

Zt = eβ0+β1tϵt

와 같은 비선형추세모형으로 써질 수 있다.

먼저 상수평균모형

Zt = β0 + ϵt

에서는 β̂0 = 1
n

∑n
t=1 Zt = Z̄으로 추정하며, n시점에서 l시차 이후의 추정된 예측값은

Ẑn(l) = β̂0 = Z̄

이며, 예측오차는

ên(l) = Zn+l − Ẑn(l) = β0 + ϵn+l − Z̄

이다. 예측값의 기대값은 β0, 그 분산은
(
1 + 1

n

)
σ2으로 나타난다. σ2의 불편추정량으로는

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
t=1

(Zt − Z̄)2

을 사용할 수 있다. 만약 ϵt가 정규분포를 따른다고 가정하면, Zn+l의 95퍼센트 예측구간은

Z̄ ± tα/2(n− 1)× σ̂

√
1 +

1

n

으로 주어진다. 여기에서 만약 Zn+1을 새롭게 얻었다면, n+ 1 시점에서 l − 1시차 이후의 추정된 예측값은

Ẑn+1(l − 1) =
1

n+ 1
(Z1 + · · ·+ Zn + Zn+1)

=
1

n+ 1
(nZ̄ + Zn+1)

= Ẑn(l) +
1

n+ 1
(Zn+1 − Z̄)
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= Ẑn(l) +
1

n+ 1
ên(1)

이 된다. 즉 예측값은 새로운 정보가 들어올 때마다 전 시기의 예측값과 예측오차를 이용하여 쉽게 갱신할

수 있다. 만약 실제 β0에 비하여 β̂0이 작았다면, ên(1)이 양수일 가능성이 크고, 이러한 갱신법은 우리의 β̂0

을 올바른 방향으로 지도하여 줄 수 있다.

만약 다항추세를 가지고 있는 경우, 선형회귀모형을 적합하여 β0, β1, · · · , βp를 추정한다. 다만 설명변수로

t, t2, t3 등을 곧이곧대로 넣는 경우 다중공선성의 문제가 발생할 가능성이 크므로, 각각을 센터링하여 넣는

방법 또한 자주 이용된다. 각각의 신뢰구간과 Zt+l의 예측은 일반적인 회귀분석에서와 동일하게 수행할 수

있다.

2.1 계절성분이 존재하는 경우의 추세분석

계절성이 존재하는 경우, 주기를 표현하기 위해 삼각함수를 이용하거나, 각 시기에 대한 가변수를 넣어 회

귀분석을 수행하는 방법이 자주 이용된다. 삼각함수를 이용하는 경우에는 계절에 따른 연속성을 고려할 수

있다는 장점이 있지만, 특이한 형태의 계절성을 모델링하지 못한다는 단점 역시 있다. 일반적으로 주기가 s

인 계절성이 있다고 생각되는 경우,

Zt = (β0 + β1t+ · · ·+ βpt
p) + γ1 sin

(
2πt

s

)
+ γ2 cos

(
2πt

s

)
+ ϵt

로 모형화할 수 있다. 계절성분이 여러 개라 생각된다면 삼각함수 항 두 개를 다른 주기 s′을 통해 적용함으

로써 추가할 수 있을 것이다. 지시변수를 이용하는 경우에는

Zt = (β0 + β1t+ · · ·+ βpt
p) +

s∑
i=1

γiI(t ≡ i (mods)) + ϵt

를 사용할 수 있다. 단 식별조건을 위하여 i = 0일 때는 기저수준으로 보고 추가하지 않는다. 이때의 추론은

회귀분석에서 이미 많이 해보았을 것이므로 생략한다.

혹은 계절성분만이 아니라 비선형추세 등 다양한 형태의 모형이 있을 수 있다. 이 경우에는 로그변환 등의

방법을 통하여 선형성을 만족하도록 모형을 바꾼 뒤 회귀분석을 적용하면 된다.

2.2 자기회귀오차모형

위와 같은 회귀모형을 적합해 분석하는 경우 ϵt의 독립성이 중요하다. 이 경우에만 OLS 추정량이 BLUE가

되기 때문이다. 그러나 시계열자료 상에서는 오차항 역시 시간에 따라 일정한 상관성을 가지는 경우가 많다.

특히 오차항이 자기회귀과정을 따르는 자기회귀오차모형이 사용될 수 있다. 이는 회귀분석에서의 GLSAR

과도 유사하다.

외생변수 Xt1, Xt2, · · · , Xtp에 대하여

Zt = β0 + β1Xt1 + · · ·+ βpXtp + ϵt

로 모형화하자. 이때 ϵt가 백색잡음이 아니고, 특정한 차수 k의 자기회귀구조를 따른다고 가정한다. 즉

ϵt = ϕ1ϵt−1 + · · ·+ ϕkϵt−k + at

에의해순차적으로 ϵt가결정되고, at가백색잡음이라는것이다.이를적합하기위해서는먼저 k를결정한다.

그 방법은 아래와 같다.

1. OLS를 통해 오차항 ϵt의 추정치인 잔차 et를 구한다.
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2. j = 1에 대하여 DW 검정을 진행한다. 즉

Dj =

∑n
t=j+1(et − et−j)

2∑n
t=1 e

2
t

을 구한 뒤 이 값이 dL(j)보다 작으면 양의 상관성이, dU (j)보다 크면 음의 상관성이, 그 사이에 있으면

미결로 판단한다.

3. 만약 자기상관이 있다고 나왔다면, j = 2에 대하여 DW 검정을 진행하여 결과를 본다.

4. 이를 j를하나씩늘려가면서진행하고,처음으로자기상관성이있다고판단되지않는 j를 k로선택한다.

그 다음으로는 오차항에

ϵt = ϕ1ϵt−1 + · · ·+ ϕkϵt−k + at

구조를 준 뒤 그에 맞게 최적의 추정량 βi들을 찾는다. 다만 그 과정은 컴퓨터로 해야 하는 만큼 복잡하여

생략한다.



Chapter 3

평활법

시계열자료는 자료들이 시간에 따라 장기간에 걸쳐 관측된다. 그러나 시간이 경과함에 따라 시계열이 생성

되는 시스템 자체에 변화가 있을 수 있고, 하나의 모형을 통해 이를 파악하기 어렵다. 이러한 경우 최근의

자료에 더 많은 가중치를 두고 시계열을 평활화하여 예측에 사용하는 지수평활법을 사용할 수 있다.

3.1 단순지수평활법

시계열자료가 아래와 같은 모형을 따른다고 생각하자.

Zt = β0(t) + ϵt

이때 앞선 경우와는 달리 β0(t)는 시간에 따라 변화할 수 있는 모수이며, 국지적으로는 동일한 수준을 가지지

만 전체적으로는 시간대별로 평균수준이 변할 수 있다고 가정한다. 이는 앞선 경우처럼 상수평균모형에 따라

추정할 경우 현 시점의 β0가 아니라 전체적으로 평균의 β0과 유사한 값을 얻게 되어 예측에 문제가 있다.

여기에서는 최근 값에 더 큰 가중치를 두게 함으로써 이를 해결할 수 있다.

Z1, · · · , Zn까지의 자료를 바탕으로 만든 β̂0의 예측값으로써

Ẑn(1) = β̂0,n =
1

n

n∑
t=1

Zt = Z̄

를 사용한다면, 예측오차는

ên(1) = Zn+1 − Ẑn(1) = Zn+1 − β̂0,n

이다. 이제 0 < ω < 1에 대하여 Zn+1이 관측되었을 때의 β̂0,n+1을 아래처럼 갱신할 수 있다.

β̂0,n+1 = β̂0,n + ωên(1)

= β̂0,n + ω(Zn+1 − β̂0,n)

= (1− ω)β̂0,n + ωZn+1

지수평활법에서는 β̂0,n을 S
(1)
n 처럼 쓴다. 따라서

S
(1)
n+1 = ωZn+1 + (1− ω)S(1)

n

= ω

n∑
j=0

(1− ω)jZn+1−j + (1− ω)n+1S
(1)
0



3.2 이중지수평활법 9

으로 전개될 수 있다. 여기에서 ω는 평활상수, S
(1)
0 은 초기 평활값, S

(1)
n 은 단순지수평활 통계량이다. 그러면

n→ ∞임에 따라

S(1)
n = ω

n−1∑
j=0

(1− ω)jZn−j

으로, 지수적으로 감소하는 가중치가 있는 가중평균이 된다. 예측 역시도 Ẑn(l) = S
(1)
n 으로 쉬우며, 그 갱신

역시도 간단하다. 초기 평활값으로는 표본평균, 최초 관측값 등 다양한 값을 사용할 수 있으며, ω는

SSE(ω) =

n∑
t=2

ê2t−1(1)

을 최소로 하는 ω를 사용하는 것이 바람직하다. 한편 이러한 지수평활법은 가중치를 ωt = (1−ω)n−t로 하는

가중최소제곱법과도 유사하다.

3.2 이중지수평활법

시계열이 선형추세에 따라 증가하는 경우에도 지수평활법의 적용이 가능하다.

Zt = β0(t) + β1(t)t+ ϵt

에서, 앞에서 구한 S
(1)
n 의 기대값은

E[S(1)
n ] = β0 + β1(n+ 1)− 1

ω
β1

으로 Zn+1의 예측값으로 사용할 시 β1/ω만큼의 편향이 생기게 된다. 이를 위해서는 S
(1)
n 에 한 번 더 단순지

수평활을 적용해 얻어지는 이중지수평활 통계량 S
(2)
n 를 도입하여야 한다.

S(1)
n = ωZn + (1− ω)S

(1)
n−1

S(2)
n = ωS(1)

n + (1− ω)S
(2)
n−1

그 다음, 이로부터 시점 n에서의 절편 β0과 기울기 β1의 추정량을 각각

β̂0,n = 2S(1)
n − S(2)

n − β̂1,nn

β̂1,n =
ω

1− ω
(S(1)

n − S(2)
n )

으로 하여 얻을 수 있으며,

Ẑn(l) =

(
2 +

ω

1− ω
l

)
S(1)
n −

(
1 +

ω

1− ω
l

)
S(2)
n

으로 주어진다. 초기 평활값이나 ω의 선택 등은 생략한다. 이를 확장하면, Zt = β0 + β1t+ β2
t2

2 + ϵt와 같은

상황에서도 삼중지수평활법을 수행할 수 있다.
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3.3 계절지수평활법

시계열의 평균수준이 시간의 흐름에 따라 변화하지만, 계절에 따른 변동폭이 시간의 흐름에 관계없이 일정한

경우에는 가법계절모형으로 모형화할 수 있다. Winters의 가법계절모형에서 Zn+l은

Zn+l = Tn+l + Sn+l + In+l

으로 분해된다. Tn+l은 시간의 흐름에 따라 지속적으로 감소하거나 증가할 수 있는 추세성분, Sn+l은 계절에

따라 주기적으로 운동하는 계절성분, In+l은 오차항인 불규칙성분이다. 추세가 선형추세를 따르고, 계절성

분의 주기가 s라고 하면 n에서 Zn+l의 예측값은

Ẑn(l) = T̂n + β̂1,nl + Ŝn+l−([(l−1)/s]+1)s

으로 T̂n, β̂1,n과 계절성분 Ŝn+1−s, · · · , Ŝn만 이용하여 추후의 예측을 쉽게 수행해줄 수 있다. 이들은 각각

아래처럼 얻는다.

T̂n+1 = ω1(Zn+1 − Ŝn+1−s) + (1− ω1)(T̂n + β̂1,n)

β̂1,n+1 = ω2(T̂n+1 − T̂n) + (1− ω2)β̂1,n

Ŝn+1 = ω3(Zn+1 − T̂n+1) + (1− ω3)Ŝn+1−s

즉 추세성분은 관측값에서 계절성분을 조정한 값과 이전 추세성분의 지수평활로, 기울기는 추세성분 간의 차

이로 얻은 값과 이전 기울기의 지수평활로, 계절성분은 관측값에서 추세성분을 조정한 값과 이전 계절성분의

지수평활로 새롭게 업데이트된다. 초기 평활값은 회귀식 등을 이용하여 적절히 결정한다.

승법계절지수평활법에서는 승법적으로

Zn+l = Tn+lSn+l + In+l

으로 계절에 의한 변동이 수준에 따라 달라질 수 있다고 모형화한다. 그렇다면 예측값은

Ẑn(l) = (T̂n + β̂1,nl)Ŝn+l−([(l−1)/s]+1)s

처럼 나타나고, 각 성분은 아래처럼 업데이트한다.

T̂n+1 = ω1

(
Zn+1

Ŝn+1−s

)
+ (1− ω1)(T̂n + β̂1,n)

β̂1,n+1 = ω2(T̂n+1 − T̂n) + (1− ω2)β̂1,n

Ŝn+1 = ω3(
Zn+1

T̂n+1

) + (1− ω3)Ŝn+1−s

마찬가지로 초기 평활값이나 가중치는 적절한 회귀식이나 가중평균 등으로 결정한다.



Chapter 4

계절조정

평활법에서는 시계열을 구성하는 계절성분 등을 구분하지 않고 불규칙성분을 제거하여 미래의 값을 예측하

는 것이 목적인 반면에, 분해법은 각 성분들을 구분한 뒤 그들로써 미래의 값을 예측하려 한다. 또한 이는

계절조정을 가능하게 하여 장기적인 추세의 분석을 가능하게 한다.

4.1 추세모형에 의한 분해

추세모형에 의한 분해를 하는 경우, 아래처럼 분해한다.

Tt = β0 +

k∑
i=1

βit
i

St =

s∑
i=1

δiI(t ≡ i (mods))

이를 바탕으로 아래처럼 각 성분을 추정한다.

1. 원시계열 Zt에 추세모형 Zt = β0 +
∑k

i=1 βit
i + ϵt를 얻어 얻은 추정식으로부터 추세성분의 추정계열

T̂t = β̂0 +
∑k

i=1 β̂it
i를 얻는다.

2. 원시계열 Zt에서추정계열 T̂t를뺀잔차계열에계절모형을적합시키고,그추정식으로부터계절성분의

추정계열 Ŝt =
∑s

t=1 δ̂iI(t ≡ i (mods))를 얻는다.

3. 불규칙성분의 추정계열 Ît = Zt − T̂t − Ŝt에 대한 분석을 통해 추가적인 정보가 남아 있는지 진단한다.

삼각함수를 이용한 계절모형을 적합하는 경우 2단계의 적합 방식만 바꾸면 되고, 승법모형을 이용하는 경우

로그를취하면가법모형이되므로이분석법을그대로이용할수있다.만약경기변동등을설명하는추가적인

순환성분 Ct가 있다면, 그 주기를 적절히 찾고, 그에 맞게 Ît에서 추가적으로 조정해주는 것이 필요하다.

4.2 이동평균법에 의한 분해

가장 간단한 Zt = β0 + ϵt 모형을 생각할 때, 지수평활법을 사용하는 이유는 β0가 변할 수 있기 때문이었다.

이를 반영하기 위해서는 관측값 모두를 이용하지 않고 최근 관측값만을 이용하는 이동평균법이 고려될 수

있다. 예측의 목적으로 이동평균법을 이용하는 경우, m개의 관측값만을 이용하여

M (1)
n =

n∑
t=n−m+1

Zt

m
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을 Zn(l)으로 사용할 수 있다. 이는 기대값이 β0인 불편추정량이다. m이 클수록 평활의 수준이 커 국지적인

변화에 둔감하게 반응하나 안정적이고, m이 작으면 그 변화를 빨리 반영하나 불안정하다. Zn+1이 관측되면

M
(1)
n+1 =M (1)

n +
Zn+1 − Zn−m+1

m

으로 쉽게 갱신할 수 있다.

만약 평활의 목적으로 이동평균법을 사용한다면, 중심이동평균을 통해 m = 2l + 1일 때

M (1)
n =

Zn−l + · · ·+ Zn+l

2l + 1

을 사용할 수 있다. 특히 계절성분이 있는 Zt = β0 + St + ϵt 모형에서, 주기가 s이므로 s항 이동평균을

수행하면 계절에 의한 변동이 제거되고 불규칙성분 역시 평활되는 특성을 가지고 있다. 이를 종합하면,

Zt = Tt + St + Ct + It

라는 가법모형에서 이동평균법을 이용한 분해법은 아래와 같은 과정을 따른다.

1. 원시계열 Zt의계절성분주기 s에적절한이동평균을적용하여계절성분과불규칙성분이제거된추세+

순환성분 T̂t + Ct를 얻는다.

2. 원시계열 Zt에서 T̂t + Ct를 빼 계절+불규칙성분 Ŝt + It를 얻는다.

3. Ŝt + It에 s의 배수가 아닌 항의 이동평균을 적용하여 불규칙성분만 제거하고 계절성분의 추정계열 Ŝt

를 얻는다.

4. 추세+순환성분을 종속변수로 하는 추세다항식을 적합시켜 T̂t를 얻는다.

5. T̂t + Ct에서 T̂t를 빼어 Ĉt를 얻는다.

6. 불규칙성분의 추정계열 Ît = Zt − T̂t − Ĉt − Ŝt를 구하고, 해당 시계열을 진단하여 정보가 남아 있는지

확인한다.

이를 이용하여 시점 n에서의 l시차 이후 예측값을

Ẑn(l) = T̂n(l) + Ŝn(l) + Ĉn(l)

으로 얻게 된다. T̂n(l)은 적합된 추세모형에 t = n+ l을 대입하여 얻고, Ŝn(l)은 n+ l과 주기가 같은 계절성

분을 통해 얻는다. Ĉn(l) 역시 Ĉt에 적절한 주기모형을 적합한 뒤 그 적합을 통해 얻는다. 승법모형의 경우

뺄셈을 모두 나눗셈으로 대체하는 등의 방법을 통해 동일한 방식으로 분해가 가능하다.

4.3 계절조정

4.3.1 전년동기비

승법모형 Zt = TtStCtIt를 가정하는 경우, 계절조정은

Z
(sa)
t =

Zt

St

를 얻는 과정을 의미한다. 승법모형 하에서 전년동기비는

rt =
Zt

Zt−12
=

Tt
Tt−12

× Ct

Ct−12
× St

St−12
× It
It−12
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로 얻어지며, 만약 계절성분과 불규칙성분이 안정적이어 St ≈ St−12, It ≈ It−12라면 추세+순환성분의 변동

만 잘 반영함을 알 수 있다. 즉 계절조정을 수행하는 것이다.

4.3.2 계절조정을 위한 이동평균법

계절조정을 위해서는 기본적으로 원시계열에서 계절성분의 크기를 추정하는 것이 중요하다. 이동평균법으

로써 이를 수행했었으므로, 계절조정 역시 X-12 ARIMA와 같은 다양한 이동평균법을 통해 수행될 수 있다.

먼저, 다양한 이동평균법에 대해 알아보자.

• 대칭 (2d+ 1)항 이동평균:

MAt(2d+ 1) =

d∑
j=−d

Zt+j

2d+ 1

• 비대칭 (2d)항 이동평균:

MAt,a(2d) =

d∑
j=−d+1

Zt+j

2d

• 대칭 (2d+ 1)항 가중이동평균:

MAt,w(2d+ 1) =

d∑
j=−d

wjZt+j ,

d∑
j=−d

wj = 1, wj = w−j

• (a× (2d+ 1))항 이동평균:

MAt(a× (2d+ 1)) =

d∑
j=−d

MAt+j(a)

2d+ 1

• (a× 2d)항 이동평균:

MAt(a× (2d)) =

d∑
j=−d+1

MAt+j(a)

2d

• Henderson의 대칭 가중이동평균:

MAt,H(2d+ 1) =

d∑
j=−d

wjZt+j

4.3.3 X-11 ARIMA와 X-12 ARIMA

X-11 ARIMA와 X-12 ARIMA는 계절조정을 위해 사용되는 프로시져로, 실무에서 자주 사용된다. X-11

ARIMA에서는 시계열자료에 적절한 모형을 적합시켜 자료 시작점 이전 자료를 후향예측하고 끝점 이후

자료를 예측하여 확장된 자료를 이동평균함으로써 계절조정을 수행한다. 이외에도 사전조정이나 그 통계적

평가 등이 포함되어 있다. X-12 ARIMA는 그 확장판으로, 아래의 승법모형을 가정한다.

Zt = TtCtStDtHtOtIt

여기에서 Dt는 거래일성분, Ht는 명절성분, Ot는 이상점에 의한 효과를 나타낸다. 이를 분해하는 과정을

알아보자.

1. RegARIMA 모형을 이용한 사전조정: 거래일, 명절 효과 등을 제거하기 위하여, 이들을 설명변수로

하는 RegARIMA 모형을 Zt에 적합시킨다. 이상점 역시 여기에서 제거한다. 이들 성분들을 제거함

으로써 사전조정된 안정적인 원계열을 산출하며, 적합된 모형을 바탕으로 시계열의 양끝을 연장하여

결측치 문제를 제거한다.
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2. 시계열 구성성분 분해과정: 이 과정은 사전조정된 시계열을 추세, 순환, 계절, 불규칙성분으로 분해

한다. 먼저 중심 12항 이동평균을 수행해 추세+순환성분을 산출한 뒤, Henderson의 가중이동평균을

통해 잠정 계절조정계열을 개선한다. 그 이후 계절+불규칙성분에 (3 × 3), (3 × 5), (3 × 7), (3 × 9)항

이동평균을 적용하여 계절성분을 얻는다. 여기에는 이상점 제거 과정 등이 포함된다.

3. 통계적 평가과정: Q-통계량, M1-M11 품질관리 통계량, 스펙트럼 추정량, 슬라이딩 스팬, 리비젼 히스

토리 진단 등이 수행되어 불규칙성분에 추가적인 자료가 없는지 살펴본다.



Chapter 5

확률과정

시계열분석에서는 이산형 확률과정을 통해 모형을 세운다. 우리가 관측하는 것은 해당 확률과정의 표본경로

중 하나이다.

Definition 3. 시계열이 정상성을 가진다는 것은 시계열의 확률적인 성질들이 시간의 흐름에 불변함을

의미한다. 강한 정상성은 임의의 자연수 t1, t2, · · · , tn과 k에 대하여

(Zt1 , Zt2 , · · · , Ztn)
d≡ (Zt1+k, Zt2+k, · · · , Ztn+k)

임을 의미한다. 한편 약한 정상성, 혹은 공분산정상성은 모든 시점 t에서

µ = E[Zt]

σ2 = Var(Zt)

γh = Cov(Zt, Zt+h)

가 성립함을 의미한다. 특히 γh는 자기공분산이라 부른다. 일반적으로 정상성이라 하면, 약한 정상성을 의미

하며, 정상 확률과정은 정상성을 만족하는 확률과정을 의미한다. 강한 정상성과 약한 정상성은 둘 줄 하나가

서로를 포함하는 개념이 아니다.

Definition 4. ϵt가 W.N.(0, σ2)을 따를 때, 확률보행과정은

Zt = Zt−1 + ϵt

에 의하여 정의된다. 이는 Var(Zt) = tσ2으로 분산이 일정하지 않기에, 비정상 확률과정이다. 절편이 있는

확률보행과정은

Zt = δ + Zt−1 + ϵt

에 의해 정의되어 추세 역시 있다.

Definition 5. ϵt가 W.N.(0, σ2)을 따를 때, 선형과정은

Zt = µ+

∞∑
j=0

ψjϵt−j

처럼 정의되는 정상확률과정으로, 특히
∑∞

j=0 ψ
2
j가 유한해야 한다.
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5.1 자기상관함수

Definition 6. 정상시계열에서, 자기공분산함수는

γk = Cov(Zt, Zt+k)

, 자기상관함수 ACF는

ρk = Corr(Zt, Zt+k) =
γk
γ0

으로 정의한다. 이는 대칭성을 가져 ρk = ρ−k를 만족한다.

표본에서는 이를 표본자기공분산함수

γ̂k =
1

n

n−k∑
t=1

(Zt − Z̄)(Zt+k − Z̄)

와 표본자기상관함수 SACF

ρ̂k =
γ̂k
γ̂0

로 추정할 수 있다.

Theorem 1. n이 충분히 클 때 ρ̂k는 점근적으로 정규분포를 따르며, i = 1, 2, · · · , q에 대해 ρi ̸= 0이고

k > q에서 ρk = 0이라면

Var(ρ̂k) ≈
1

n

(
1 + 2

q∑
i=1

ρ2i

)

임이 알려져 있다. 따라서 H0 : ρk = 0의 검정은 ρ̂k의 절대값이
2√
n
보다 큰지를 확인함으로써 수행된다.

5.2 부분자기상관함수

Definition 7. 부분자기상관함수 PACF는 아래의 Yule-Walker 방정식

ρ0 ρ1 ρ2 · · · ρk−1

ρ1 ρ0 ρ1 · · · ρk−2

ρ2 ρ1 ρ0 · · · ρk−3

...
...

...
. . .

...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ0





ϕk1

ϕk2

ϕk3
...

ϕkk

 =



ρ1

ρ2

ρ3
...

ρk


를 풀어 얻는 ϕkk으로,

ϕkk = Corr(Zt − projZt+1,··· ,Zt+k−1
(Zt), Zt+k − projZt+1,··· ,Zt+k−1

(Zt+k))

과도 같다. 표본부분자기상관함수 SPACF는 Yule-Walker 방정식에서 ρj를 ρ̂j로 대체하여 얻은 ϕ̂kk를 의미

한다.

Theorem 2. Durbin-Levinson 알고리즘은 PACF를 쉽게 구하는 알고리즘은 아래와 같게 이루어진다.

ϕ̂11 = ρ̂1

ϕ̂k+1,k+1 =
ρ̂k+1 −

∑k
j=1 ϕ̂kj ρ̂k+1−j

1−
∑k

j=1 ϕ̂kj ρ̂j

ϕ̂k+1,j = ϕ̂kj − ϕ̂k+1,k+1ϕ̂k,k+1−j



Chapter 6

자기회귀이동평균과정

6.1 자기회귀과정

Definition 8. 어떠한 확률과정 Zt가

Zt = f(Zt−1, Zt−2, · · · ) + ϵt, ϵt ∼W.N.(0, σ2)

의 관계를 만족하면, 자기회귀과정이라 부른다.

일반적으로 평균이 µ인 정상 p차 자기회귀과정 AR(p) 과정은

Zt − µ =

p∑
j=1

ϕj(Zt−j − µ) + ϵt

처럼 쓴다.

Definition 9. 아래와 같은 후진작용소를 이용하면 모형을 쉽게 쓸 수 있다.

BZt = Zt−1, BjZt = Zt−j

B 대신 L을 사용하기도 한다.

따라서 p는 δ = (1− ϕ1 − · · · − ϕp)µ를 이용하여

Zt = δ +

p∑
j=1

ϕjZt−j + ϵt = δ +Φ(B)Zt + ϵt

처럼 쓰기도 한다. 이때

Φ(B) = ϕ1B + ϕ2B
2 + · · ·+ ϕpB

p

인 작용소 B의 다항식이다.

Theorem 3. AR(1) 모형

Zt = δ + ϕZt−1 + ϵt

가 정상시계열일 조건은 |ϕ| < 1이다. 또한

µ =
δ

1− ϕ

γ0 =
σ2

1− ϕ2
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γk = ϕk
σ2

1− ϕ2

ρk = ϕk

이다. 따라서 AR(1) 모형의 ACF는 지수적으로 감소하는 특성을 가지고 있다. 반면 PACF의 경우 ϕ11 =

ρ1 = ϕ이지만, k ≥ 2에서 ϕkk = 0으로 시차 2 이후로는 절단되는 형태를 가진다.

Theorem 4. AR(2) 모형

Zt = δ + ϕ1Zt−1 + ϕ2Zt−2 + ϵt

가 정상시계열일 조건은 Φ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z
2 = 0의 근 z가 모두 단위원 밖에 있는 것이다. 즉

ϕ1 + ϕ2 < 1

ϕ2 − ϕ1 < 1

−1 < ϕ2 < 1

인 것이다. 또한

µ =
δ

1− ϕ1 − ϕ2

γ0 =
1− ϕ2
1 + ϕ2

σ2

(1− ϕ2)2 − ϕ21

ρ1 =
ϕ1

1− ϕ2

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 (k ≥ 2)

ϕ11 = ρ1

ϕ22 = ϕ2

ϕkk = 0 (k ≥ 3)

으로, ACF는 지수적으로 감소하고 PACF는 시점 3 이후로 절단되는 형태를 보인다.

Theorem 5. 일반적인 AR(p) 모형

Φ(B)Zt = δ + ϵt

에서 정상성 조건은 특성방정식 Φ(z) = 0의 모든 근 z가 단위원 밖에 있는 것이다. 이는 Zt가 short-

memory를 가져 이전 관측값의 영향이 빠르게 사라짐과도 동치이다. ACF는 지수적으로 감소하며, 일반적

으로 Yule-Walker 방정식

ρ0 ρ1 ρ2 · · · ρp−1

ρ1 ρ0 ρ1 · · · ρp−2

ρ2 ρ1 ρ0 · · · ρp−3

...
...

...
. . .

...

ρp−1 ρp−2 ρp−3 · · · ρ0





ϕ1

ϕ2

ϕ3
...

ϕp

 =



ρ1

ρ2

ρ3
...

ρp


에 의해 PACF를 구하면 시점 p+ 1 이후로 절단되는 것을 알 수 있다.

6.2 이동평균과정

Definition 10. 이동평균과정은 선형과정 중 유한한 ϵt−j들의 결합으로 이루어지는 과정을 말한다. 대표적

으로 MA(q) 모형은

Zt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − · · · − θqϵt−q = µ+Θ(B)ϵt
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와 같은 형태를 가진다. 이동평균과정은 항상 정상성을 가진다.

Theorem 6. MA(1) 과정은

Zt = µ+ ϵt − θϵt−1

과 같은 형태를 가지며,

γk =


(1 + θ2)σ2 k = 0

−θσ2 k = 1

0 k ≥ 2

이다. 따라서 ACF는

ρk =

− θ

1 + θ2
k = 1

0 k = 2

으로 시차 2 이후로 절단되는 형태가 되며, PACF는 Yule-Walker 방정식에 따라

ϕkk = θk × −(1− θ2)

1− θ2(k+1)

으로 지수적으로 감소한다.

Definition 11. MA 과정에서 가역성은 MA 모형의 백색잡음 ϵt t 시점 이전의 Zt들의 결합으로써 표현할

수 있는 성질을 의미한다. 즉
∞∑
j=0

πjXt−j = ϵt

인 πj들이 존재하면 가역적인 MA 과정이다. MA(1) 모형의 경우, |θ| < 1이 가역성 조건이다.

Theorem 7. MA(2) 과정은

Zt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2

와 같은 형태를 가지며,

γk =


(1 + θ21 + θ22)σ

2 k = 0

−θ1(1− θ2)σ
2 k = 1

−θ2σ2 k = 2

0 k = 3

이다. 따라서 ACF는

ρk =


−θ1 + θ1θ2
1 + θ21 + θ22

k = 1

− θ2
1 + θ21 + θ22

k = 2

0 k = 3

으로 시차 3 이후로 절단되는 형태가 되며, PACF는 지수적으로 감소한다. 이 시계열이 가역일 필요충분조

건은 Θ(z) = 1− θ1z − θ2z
2 = 0의 z가 모두 단위원 밖에 있는 것이다.

Definition 12. AR(p) 과정의 ACF와 PACF는 MA(p) 과정의 PACF와 ACF 형태와 유사하다. 이러한

성질을 AR과정과 MA과정의 쌍대성이라 부른다.
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Theorem 8. MA(q) 과정

Zt = µ− θ1ϵt−1 − · · · − θqϵt−q = µ+Θ(B)ϵt

이 가역일 필요충분조건은 Θ(z) = 0의 모든 근 z가 단위근 밖에 있는 것이다. 이 시계열에서

γk =

(−θk + θ1θk+1 + · · ·+ θq−kθq)σ
2 k = 1, 2, · · · , q

0 k ≥ q + 1

이며, ACF는

ρk =


−θk + θ1θk+1 + · · ·+ θq−kθq

1 + θ21 + · · ·+ θ2q
k = 1, 2, · · · , q

0 k ≥ q + 1

이다. 앞에서와 마찬가지로 ACF는 q + 1 이후로 절단되는 형태이며, PACF는 지수적으로 감소한다.

6.3 자기회귀이동평균과정

Definition 13. 시계열을 묘사함에 있어 모수의 절약을 하기 위하여, 자기회귀 부분과 이동평균 부분을

동시에 포함하는 자기회귀이동평균 과정 ARMA(p, q)를 세울 수 있다. 그 형태는

Zt = δ + ϕ1Zt−1 + · · ·+ ϕpZt−p + ϵt − θ1ϵt−1 − · · · − θqϵt−q

혹은

Φ(B)Żt = Θ(B)ϵt, Żt = Zt − µ

이다. 이때

µ =
δ

1− ϕ1 − · · · − ϕp

이다. ARMA(p, q) 과정이 정상적일 조건은 Φ(z) = 0의 모든 근 z가 단위원 밖에 있는 것이며, 가역적일

조건은 Θ(z)의 모든 근 z가 단위원 밖에 있는 것이다.

한편 ACF와 PACF는모형에따라다르나,일반적으로 ACF는시차 q−p+1이후로는지수적으로감소하는

형태이며, PACF는 시차 p− q + 1 이후로는 지수적으로 감소하는 형태이다.



Chapter 7

비정상시계열의 분석

만약 시간에 따라 시계열의 평균수준이 달라지거나 분산이 달라진다면, 그 시계열이 비정상시계열이라 한다.

추세를 갖거나 계절성을 갖는 시계열이 대표적인 비정상시계열이다. 이때 추세에는 두 가지 종류가 있다.

• 결정적 추세: 결정적이고 영원히 지속되는 추세

• 확률적 추세: 자료 간의 강한 양의 상관관계 때문에 관찰되는 추세

7.1 비정상시계열의 정상화

7.1.1 분산이 일정하지 않은 경우

시계열의 분산이 일정하지 않은 경우, 변동폭을 안정화하기 위하여 분산안정화변환을 수행할 수 있다. 예를

들어, 분산을 상수화하기 위해 로그변환이나 제곱근변환 등을 사용할 수 있다. 대표적으로 많이 사용되는

것은 λ에 대한 Box-Cox 변환으로,

y(λ) =


yλ − 1

λ
λ ̸= 0

log y λ = 0

으로 정의된다.

7.1.2 수준이 일정하지 않은 경우

수준이 안정하지 않은 경우에는 적절한 추세를 밝혀낸 뒤 이를 제거하는 것이 필요하다. 먼저 결정적 추세를

갖는 경우,

Yt = Tt + St + It

로 모형화하자. 그 다음 It는 불규칙성분,

Tt = β0 + β1t+ · · ·+ βkt
k

St =

s−1∑
i=1

γiI(t = i (mods))

로 모형화한 뒤 이들을 추정하여 Ît = Yt − T̂t − Ŝt 를 얻는다. 이제 이는 평균이 0인 정상시계열의 형태

를 보일 것으로 기대된다. 이처럼 적절한 설명변수를 통해 추세를 모형화하는 방식을 자기상관오차를 갖는

회귀모형이라 부른다.

한편 확률적 추세를 갖는 경우에는 추세모형으로 이를 해결할 수 없다. 이처럼 국지적으로 다른 시간대에서

는 시계열의 움직임이 다르지만 본질적으로 시계열의 움직임이 같은 경우에는 동질적 비정상성을 가진다고
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말하며, 이때는 차분을 통해 정상시계열로 바꾸어줄 수 있다. 차분연산자 ∆는

∆Yt = Yt − Yt−1

처럼정의한다.일반적으로최고차항이 k인결정적추세를가지면, k번차분할경우정상시계열이됨이알려져

있다.

7.2 단위근 검정

확률보행과정을 포함한 많은 비정상과정들의 경우,

Φ(B)Zt = ϵt

처럼 묘사되는 상황에서 Φ(z) = 0의 근 중 |z| = 1인 근인 단위근이 존재한다는 것이 특징이다. 따라서 차

분을 통해 확률적 추세를 보정하는 경우, 적절히 차분한 뒤 단위근 검정을 수행하여 정상시계열이 되었는지

확인하는 과정이 필요하다.

7.2.1 Diceky-Fuller 검정

다음과 같은 AR(1) 과정을 생각해 보자.

Zt = ϕZt−1 + ϵt

이때 ϵt ∼W.N.(0, σ2)이다. 잘 알려져 있듯, |ϕ| < 1일 때에 이 시계열은 정상시계열이 된다.

한편 단위근검정에서는 ϕ = 1인지를 판정하려 한다. 일반적으로 그 검정에는 ϕ의 최소제곱추정량 ϕ̂를 이

용한다. 이때 아래의 세 가지 모형이 존재하며, 각 모형 하에서 ϕ̂의 분포가 다르기에 자료의 성질에 맞는

검정법을 택해야만 한다.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ϵt (절편이 없는 확률보행과정)

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ϵt (절편이 없는 AR(1) 과정)

이때 귀무가설 ϕ = 1 하에서 ϕ-statistic은 Wiener process W에 대하여

T (ϕ̂− 1) =
T−1

∑T
t=2 Zt−1Zt

T−2
∑T

t=2 Z
2
t−1

d→
∫ 1

0
W (r)dW∫ 1

0
W (r)2dr

, t-statistic은

tT =
ϕ̂− 1

σ̂

d→
∫ 1

0
W (r)dW(∫ 1

0
W (r)2dr

)1/2
으로 점근분포를 가진다. 따라서 이를 바탕으로 분포표에서 분위수를 확인하여 각 통계량의 값이 충분히

작으면 귀무가설 H0 : ϕ = 1을 기각할 수 있다.

Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ϵt (절편이 없는 확률보행과정)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ϵt (절편이 있는 AR(1) 과정)

실제 데이터가 절편이 없는 확률보행과정을 따르는데 이를 절편이 있는 과정으로 적합하는 경우, ϕ̂에 대한
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두 통계량은 아래의 점근분포를 가진다.

T (ϕ̂− 1)
d→
∫ 1

0
W (r)dW −W (1)

∫ 1

0
W (r)dr∫ 1

0
W (r)2dr −

(∫ 1

0
W (r)2dr

)2
tT

d→
∫ 1

0
W (r)dW −W (1)

∫ 1

0
W (r)dr(∫ 1

0
W (r)2dr −

(∫ 1

0
W (r)2dr

)2)1/2

한편 일반적으로는 귀무가설로 H0 : ϕ = 1보다는 H0 : ϕ = 1, δ = 0을 사용한다. 왜냐하면 H0 : ϕ = 1

은 절편이 있는 확률보행과정 역시 허용하는데, 이는 결정적 추세를 가지게 되어 실제 데이터와 멀어지기

때문이다. 따라서 이에 대해 OLS F검정통계량을 통해 동시검정을 하는 방법이 더욱 적절하다고 생각된다.

같은 이유로, 아래 역시 허용되지 않는다.

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ϵt (절편이 있는 확률보행과정; 결정적 추세 존재)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ϵt (절편이 있는 AR(1)과정; 결정적 추세 부재)

Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ϵt (절편이 있는 확률보행과정; 결정적 추세 존재)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ϵt (절편과 추세가 포함된 모형)

이때에도 마찬가지로 T (ϕ̂ − 1)과 tT는 적절한 수렴성을 갖는다. 여기에서도 마찬가지로, ϕ = 1과 β = 0을

동시에 검정하는 상황이 더욱 선호된다. 이떄 F검정통계량을 마찬가지로 사용한다. 주의할 것은 Case 2와

Case 3 모두에서 F통계량은 그 형태만 F통계량의 형태일 뿐 실제로 F분포를 따르지는 않으며, Dickey와

Fuller가 시뮬레이션을 통해 얻은 별도의 분포표를 따라 검정해야 한다. 이 경우의 검정은 시계열의 추세가

존재할 때 이 추세가 절편 δ에 의한 것인지, 혹은 실제적인 추세 βt의 존재에 따른 것인지를 파악하는 효과도

있다.

따라서 일반적으로 데이터를 보고 나서, 평균수준이 0으로 생각되면 Case 1을, 평균수준이 0이 아니나

추세가 없다면 Case 2를, 추세가 존재하는 경우 Case 3을 선택하여 검정하는 것이 올바르다.

7.2.2 Augmented Dickey-Fuller 검정

만약 시계열자료가 AR(p)를 따르는 경우, Dickey-Fuller 검정을 적용하기에 무리가 있다. 시계열자료가

AR(p)를 따른다면,

Zt = ϕ1Zt−1 + ϕ2Zt−2 + · · ·+ ϕpZt−p + ϵt

로 쓸 수 있을 것이다. 이때 ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · · + ϕp, ξj = −[ϕj+1 + ϕj+2 + · · · + ϕp]를 정의하면, ADF

representation

Zt = ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + ξ2∆Zt−2 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

를 얻게 된다.

한편 이 시계열이 단위근을 가질 경우, 특성방정식

Φ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z
2 − · · · − ϕpz

p

이 근 z = 1을 가지므로

ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕp = 1

을 얻는다. 따라서 ADF representation 하에서 ϕ = 1을 검정하는 것이 단위근검정이 된다.

만약 귀무가설이 참이라면, 즉 ϕ = 1이라면,

∆Zt = Zt − ϕZt−1 = ξ∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt
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으로 ∆Zt가 AR(p− 1) 과정을 따르게 된다. 한편 AR(1) 모형 하에서

Zt = ϕZt−1 + ϵt

를 검정할 때, ϕ = 1이라면 ϵt = ∆Zt이다. 즉 ϵt의 독립성을 가정하는 일반적인 DF 검정과 달리, ADF

검정에서는 오차항에 자기상관이 존재할 수 있다고 가정함으로써 이를 AR(p) 모형에까지 확장하였다고 볼

수 있다.

한편 여기에서도 마찬가지로 세 가지의 케이스가 존재한다. DF 검정의 스피릿과 동일하게, 서로 비교가능한

실제 모형과 적합모형 사이에서 검정을 수행한다. 단지 다른 것은 오차항의 자기상관성을 허용함에 따라

검정통계량이 살짝 달라졌다는 것뿐이다.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

이때 검정통계량은 아래와 같다.

Zϕ =
T (ϕ̂− 1)

1− ξ̂1 − · · · − ξ̂p−1

d→
∫ 1

0
W (r)dr∫ 1

0
W (r)2dr

tT =
ϕ̂− 1

σ̂ϕ̂

d→
∫ 1

0
W (r)dr(∫ 1

0
W (r)2dr

)1/2
즉동일한검정통계량의분포를따르지만, Zϕ에서오차항의자기상관을고려하여 1− ξ̂1−· · ·− ξ̂p−1로나눠준

것만 다르다.

Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

동일한 방식으로 Zϕ와 tT를 구할 수 있으며, 동일한 조정을 취하면 DF 검정의 Case 2와 동일한 극한분포를

가진다. OLS F검정 역시 마찬가지로 DF 검정에서와 동일하다.

Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

검정통계량과 OLS F검정통계량의 분포는 역시 적절한 조정을 취한다면 DF 검정의 Case 3과 같다.

7.2.3 Phillips-Perron 검정

DF 검정에서 ADF 검정으로 발전하며 AR(p)를 가정하여 단위근을 검정하는 방법을 배웠다. 이는 사실상

오차항 ϵt의 독립성 가정을 포기하고 자기상관을 허용함으로써 이루어진 것이다. PP 검정에서는 이를 더욱

확장하여 오차항 ϵt의 자기상관성을 AR(p− 1) 모형 대신 MA(∞) 모형을 통해 처리한다.

먼저 Beverage-Nelson 분해에 대해 알아 보자.

Zt = Zt−1 + ut

라고 할 때, ut가 MA(∞) 모형을 따라

ut = Ψ(L)ϵt =

∞∑
j=0

ψjϵt−j
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라 하자. ϵt ∼W.N.(0, σ2)이며
∑∞

j=0 j|ψj | <∞를 만족한다고 하자. 그렇다면 초기값이 Z0인 시계열 Zt는

Zt = Zt−1 + ut

= Zt−2 + ut−1 + ut

= · · ·

= Z0 + u1 + u2 + · · ·+ ut−1 + ut

= ψ(1)(ϵ1 + ϵ2 + · · ·+ ϵt) + ηt − η0 + Z0

처럼 쓸 수 있다. 이때 ψ(1) =
∑∞

j=0 ψj , ηt =
∑∞

j=0 αjϵt−j , αj = −
∑∞

k=j+1 ψk이다. 한편 조건에 의하여∑∞
j=0 |αj | < ∞이기에 ηt는 잘 정의되는 정상시계열이다. ADF 검정에서는 ut가 AR(p − 1)을 따름을 가

정하는데, 이를 MA(∞)로 변환하면 BN 분해를 위한 가정을 잘 만족함이 알려져 있다. PP 검정은 적절한

수정항을 추가함으로써 AR(p)로부터 비롯되는 MA(∞) 모형이 아닌 일반적인 MA(∞) 모형을 따르는 ut에

대해서도 단위근 검정을 수행할 수 있게 한다.

BN 분해 하에서 ηt는 정상성을 갖는 과정이고 Z0, η0는 고정된 값이다. 따라서
√
T ū 따위의 점근분포를 구하

려할때,
√
Tψ(1)ϵ̄이큰도움이된다.자기상관성을가지는 ut들에비해 ϵt는독립성을가져계산이쉬우므로,

점근분포의 계산에 큰 역할을 한다. Hamilton 책의 506p를 보면 그 과정이 꽤 자세하게 등장한다.

과정은 생략하고, 아래의 값들을 정의하여 보자.

ûj :적절한 모형 하에서 구한 잔차

σ̂2
ϕ̂
:적절한 모형 하에서 구한 추정량의 분산

s2T =
1

T − 2

T∑
t=2

û2t (ut 분산의 OLS 추정량)

γ̂j =
1

T

T∑
t=j+1

ûtût−j

λ̂2 = γ̂0 + 2

q∑
j=1

[1− j/(q + 1)]γ̂j (q시점까지 자기공분산함수가 유의해 보이는 경우의 Newey-West 추정량)

∆1 =
1

2

(
T 2σ̂2

ϕ̂

s2T

)
(λ̂2 − γ̂0)

∆2 =
1

2

(
T σ̂ϕ̂
sT

)
λ̂2 − γ̂0

λ̂

그렇다면, 조정된 통계량

Z∗
ϕ = T (ϕ̂− 1)−∆1

는 각 케이스에서 DF 검정에서의 T (ϕ̂− 1)와 동일한 점근분포를 따른다.

만약 t통계량을 이용하고자 한다면, 아래의 조정을 이용할 수 있다.

t∗T =

(
γ̂0

λ̂2

)1/2

tT −∆2

이 역시 각 케이스에서 DF 검정에서의 tT와 동일한 점근분포를 따른다.

한편 마지막으로 ût를 구하는 방법에 대해 의문이 있을 수 있다. 각 케이스와 해당 경우의 ût를 알아 보자.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ut

잔차: ût = Zt − ϕ̂Zt−1
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Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ut

잔차: ût = Zt − δ̂ − ϕ̂Zt−1

Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ut

잔차: ût = Zt − δ̂ − ϕ̂Zt−1 − β̂t

즉 종합하면 단위근검정에서는 크게 두 가지를 고려해야 한다. 첫째. 어떤 검정을 사용할 것인가? 둘째. 그

리고 어떤 모형을 가정할 것인가? 분석하고자 하는 시계열에서 오차항의 자기상관구조, 시계열의 평균과

추세를 고려하여 9개 케이스 중 하나를 잘 택한 뒤 검정해야만 할 것이다.

7.3 자기회귀누적이동평균과정

Definition 14. 만약 d차 차분된 (1 − B)d가 ARMA(p, q) 모형을 따른다면, Zt는 자기회귀누적이동평균

과정을 따른다고 하고, ARIMA(p, d, q)처럼 쓸 수 있다. 혹은

Φ(B)(1−B)dZt = Θ(B)ϵt

처럼 쓸 수도 있다. 만약 d = 1이라면 Zt는 정상적인 시계열 Wt의 누적합이 된다.

시계열에 자기회귀누적이동평균과정을 적합하고자 한다면 시계열그림을 그린 뒤 추세를 확인하고, 확률적

추세가 있다고 판단되면 차분을 순차적으로 하며 정상시계열이 되는 시점까지 차분하여 d를 정한 뒤 ARMA

모형을 적합한다. 시계열도로 보았을 때 확인이 어렵다면, SACF도를 그려보는 것 역시 유용하다. 단위근이

존재하는 경우 SACF가 매우 느리게 감소하므로, SACF가 지수적으로 감소하지 않고 매우 느리게 감소하는

경우 차분을 하여 적합하는 것이 추천된다.

만약 원래의 시계열이 비정상적인 양상을 보이면 차분을 수행하는데, 실제로는 그 시계열이 정상시계열임

에도 차분을 해버릴 수 있다. 이러한 상황을 과대차분이라 한다. 과대차분을 하면 정상성에는 문제가 없으나,

ACF를 복잡하게 만들고 시계열의 분산을 증가시킨다는 점에서 선호되지 않는다. 따라서 시계열을 차분했을

때 오히려 분산이 증가하는 상황이 나오면, 과대차분을 의심하고 차분을 수행하지 않는 것이 권고된다.



Chapter 8

자기회귀누적이동평균과정의 적합

앞서 본 자기회귀누적이동평균과정에서 적절한 차분의 차수 d를 결정한다면, 이후에는 Wt = (1 − B)dZt

에 ARMA(p, q) 모형을 적합하기만 하면 된다. 따라서 여기에서는 Box-Jenkins 방법에 기반하여 일반적인

정상시계열에 대하여 자기회귀이동평균과정을 적합하는 방법에 대해 알아본다.

8.1 모형의 식별

시계열이 적절히 차분되어 정상성을 가지게 되었다면, AR차수 p와 MA차수 q를 결정해 주어야 한다. 여기

에는 SACF, SPACF, SIACF를 이용하는 방법과 정보기준을 이용하는 방법의 두 가지가 대표적이다.

8.1.1 SACF, SPACF, SIACF를 이용하는 방법

먼저 AR(p) 과정을 적합하는 경우에는 SPACF를 사용할 수 있다. 이 과정의 경우 k ≥ p+1인 경우 ϕkk = 0

이됨이알려져있으므로, ϕ̂kk를구하고그것이 0인지여부를판단함으로써가설검정을수행할수있다. 특히

점근적으로 그 평균이 0, 분산이 Var(ϕ̂kk) =
1
n이므로

|ϕ̂kk| >
2√
n

이라면 유의수준 α = 0.05에서 ϕkk = 0을 기각하게 된다. SPACF 그림을 그렸을 때 특정한 점 이후에서

이것이 0에 매우 가깝다면, 이러한 검정을 통해 최대 시차 p를 결정할 수 있다.

MA(q) 과정을 적합하는 경우에는 SACF를 주로 사용한다. SACF는 k ≥ q + 1인 경우에 ρk = 0이 되는데,

특히 이때

Var(ρ̂k) =
1

n
(1 + 2ρ21 + · · ·+ 2ρ2q)

이다. 따라서 검정하고자 하는 시차 이전의 모든 ρj들로써 이 분산을 추정한 뒤 H0 : ρk = 0을 검정하여 해당

시차 이전까지만 MA 모형이 분포함을 확인할 수 있다.

Definition 15. 정상 ARMA(p, q) 과정

Φ(B)Zt = Θ(B)ϵt

에서 역과정은 ARMA(q, p) 과정

Θ(B)Wt = Φ(B)ϵt

에 의해 생성되는 Wt를 의미한다. 이 Wt의 ACF를 역자기상관함수 IACF라 부르며, 이는 PACF와 유사하게

기능하여 그 절단점으로써 AR 차수를 식별할 수 있다.
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8.1.2 모형선택 기준을 이용하는 방법

ARMA(p, q) 과정의 경우 절단점이 없고 특정 점 이후로 서서히 감소하는 형태를 보이기에, SACF, SPACF,

SIACF를통한모형식별이어렵다.따라서이를쉽게하기위하여,다양한모형선택의 기준,혹은정보기준이

개발되었다. 다양한 모형들에 대하여 각각을 계산하고, 해당 값이 가장 작은 모형을 선택하는 것이 고려될 수

있다.

Definition 16. 시계열분석에서, AIC, SBC는 아래와 같이 정의된다.

AIC = n ln(σ̂2) + 2(p+ q)

SBC = n ln(σ̂2) + lnn× (p+ q)

AIC와 SBC는 음의 로그가능도항(시계열분석의 경우 양의 로그오차항)에 모수의 개수에 적절한 가중치를

곱한 뒤 더한 값으로, 이 값은 모형의 가능도가 높을수록, 모형이 간단할수록 작아진다. 따라서 우리는 대개

이 값이 작은 모형을 선호하게 된다.

8.1.3 상수항 δ의 포함 여부 결정

만약 시계열의 차분을 한 뒤 ARMA 모형을 적합하는 경우, 상수항의 포함 여부가 중요하다. 예를 들어 한 번

차분된시계열에상수항 δ를포함한다면,이는차분되기전에는 δt였을것이므로결정적선형추세가있었음을

의미하게 되기 때문이다. 따라서 차분된 시계열 Wt = (1−B)dZt의 평균

W̄ =
1

n

n∑
t=1

Wt

을 통해 δ = 0을 검정한다.

Theorem 9. Wt = µ+
∑∞

j=0 ajϵt−j로 표현되는 경우,

√
n(W̄ − µ)

d→ N

0,

 ∞∑
j=0

aj

2

σ2


이다. σ는 σ̂로 추정할 수 있으며, n이 충분히 클 경우 그로써 대체하여 검정하여도 무리가 없다. aj 역시

적절히 모형을 식별한 뒤 정상성, 가역성 조건을 통해 Φ̂, Θ̂로부터 추정할 수 있다.

8.2 모수의 추정

차분의 수 d와 정상시계열에서의 모형의 차수 p, q, 그리고 상수항 δ의 포함 여부까지 모두 선택했다면 Φ와

Θ를 추정해 주어야 한다. 이제 p+ q + 2개의 모수를 추정해야 하는 ARMA(p, q) 모형

Zt − µ = ϕ1(Zt−1 − µ) + · · ·+ ϕp(Zt−p − µ) + ϵt − θ1ϵt−1 − · · · − θqϵt−q

을 고려하자. 추가적인 2개의 모수는 µ와 σ2이다.

8.2.1 적률추정법

적률추정법은 모집단의 적률을 상응하는 표본의 적률로 대체한 뒤 방정식을 풀어 추정량을 구하는 방법이다.

대표적으로 E[Zt] = E[Z̄] = µ이므로, µ의 적률추정량은

µ̂ = Z̄ =
1

n

n∑
t=1

Zt
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이다. 한편 적률추정량은 MA 모형이나 ARMA 모형에 대해서는 구하기 어렵다. 가장 간단한 AR(p) 모형의

경우, Yule-Walker 방정식 

ρ0 ρ1 ρ2 · · · ρp−1

ρ1 ρ0 ρ1 · · · ρp−2

ρ2 ρ1 ρ0 · · · ρp−3

...
...

...
. . .

...

ρp−1 ρp−2 ρp−3 · · · ρ0





ϕ1

ϕ2

ϕ3
...

ϕp

 =



ρ1

ρ2

ρ3
...

ρp


에서 자기상관함수 ρk를 표본자기상관함수 ρ̂k로 대체하여

ρ̂0 ρ̂1 ρ̂2 · · · ρ̂p−1

ρ̂1 ρ̂0 ρ̂1 · · · ρ̂p−2

ρ̂2 ρ̂1 ρ̂0 · · · ρ̂p−3

...
...

...
. . .

...

ρ̂p−1 ρ̂p−2 ρ̂p−3 · · · ρ̂0





ϕ̂1

ϕ̂2

ϕ̂3
...

ϕ̂p

 =



ρ̂1

ρ̂2

ρ̂3
...

ρ̂p


를 얻고, 이들을 풀어 얻은 ϕ̂1, ϕ̂2, · · · , ϕ̂p를 추정값으로 사용한다. 즉

ϕ̂ = P̂−1ρ̂p

로 표현하기도 한다.

마지막으로

γ0 = ϕ1γ1 + · · ·+ ϕpγp + σ2

이므로, 이를 통해

σ̂2 = γ̂0(1− ρ̂1ϕ̂1 − ρ̂2ϕ̂2 − · · · − ρ̂pϕ̂p)

으로 백색잡음 분산의 적률추정량을 얻을 수 있다. MA 모형이나 ARMA 모형에서도 적절한 방식으로 자기

상관함수, 부분자기상광함수와 계수들 사이의 식을 만든 뒤 이와 같은 방법으로 추정한다.

8.2.2 조건부 최소제곱추정법

오차의 제곱합이 가장 작게 되도록 하는 최소제곱법을 시계열분석에 적용하려 하면,
∑n

t=1 ϵ̂
2
t을 최소화하기

위하여

ϵ̂1 = (Z1 − µ)− ϕ1(Z0 − µ)− · · · − ϕp(Z1−p − µ) + θ1ϵ0 + · · ·+ θqϵ1−q

를 얻어야 하는데 이는 Z와 ϵ의 이전 시점 정보를 필요로 한다. 조건부 최소제곱추정법에서는 이전 시점의

정보들이 주어졌을 때의 조건부 오차제곱합을 최소로 하는 ϕ, θ, µ를 찾고 그로써 σ2을 추정하는 것을 목적

으로 한다. 이전 정보들에 대해 관측되지 않은 Zt의 값들로는 Z̄를, 오차항 ϵt들의 값들로는 0을 가정한다.

그 다음 이로써 얻은 조건부 오차제곱합을 오차항의 자유도(자료의 개수에서 모수의 개수 p+ q + 1을 빼어

만듦)으로 나누어 σ̂2을 얻는다.

예를 들어 AR(1) 모형

(Zt − µ) = ϕ(Zt−1 − µ) + ϵt

을 고려하고, (Z1, Z2, · · · , Zn)이 관측되었다고 하여 보자. 그렇다면 조건부 오차제곱합은

S ∗ (ϕ, µ) =
n∑

t=2

ϵ̂2t =

n∑
t=2

((Zt − µ)− ϕ(Zt−1 − µ))2
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이며

∂S∗
∂µ

= −2

n∑
t=2

(1− ϕ)((Zt − µ)− ϕ(Zt−1 − µ))

∂S∗
∂ϕ

= −2

n∑
t=2

[(Zt − µ)− ϕ(Zt−1 − µ)](Zt−1 − µ)

이다. 일계조건으로부터

µ̂ =

∑n
t=2 Zt − ϕ

∑n
t=2 Zt−1

(n− 1)(1− ϕ)
≈ Z̄

ϕ̂ =

∑n
t=2(Zt − µ)(Zt−1 − µ)∑n

t=2(Zt−1 − µ)2
≈ ρ̂1

을 얻는다. 따라서 위와 같이 최소제곱법의 아이디어를 통해 추정량을 구할 수 있으며, 이는 n이 커질 때

적률추정량과 거의 유사하다. 마지막으로

σ̂2 =
S ∗ (ϕ̂, µ̂)

(n− 1)− (1 + 0 + 1)
=
S ∗ (ϕ̂, µ̂)
n− 3

이 될 것이다.

8.2.3 비조건부 최소제곱추정법

비조건부 최소제곱추정법에서는 조건부 최소제곱추정법과 달리 이전 시점의 관측값들을 Z̄으로 대체하는 대

신,후방예측하여얻은값으로대체한뒤제곱합을최소화하는모수를구한다.이는초기조건이오차제곱합에

미치는 영향을 줄일 수 있어 조건부 최소제곱추정법보다 더 효율적이다.

Definition 17. ARMA(p, q) 모형은 전진 형태

Φ(B)(Zt − µ) = Θ(B)ϵt

또는 후진 형태

Φ(F )(Zt − µ) = Θ(F )at

으로 표현될 수 있다. 이때 F는 전진작용소이며, at는 분산이 ϵt와 같은 백색잡음과정이다. 후진 형태를

이용하면 관측값을 통해 이전 시기의 관측값을 후방예측하는 데 사용할 수 있다.

예를 들어, AR(1) 모형에서, (Z1, Z2, Z3, Z4, Z5) = (0.1, 0.3, 0.2, 0.5, 0.3)으로 주어졌다고 하자. 편의상

µ = 0이고 ϕ = 0.2라고 가정하자. 그렇다면

ϵt = Zt − 0.2Zt−1

Zt = 0.2Zt+1 + at

가 성립하므로,

Z0 = 0.2Z1 + a0 = 0.2× 0.1 = 0.02

로 추정할 수 있고,

Z−1 = 0.2Z0 + a−1 = 0.2× 0.02 = 0.004

로 추정할 수 있다. 이처럼 이전 시점의 Zt들을 추정하고,

ϵ̂0 = Z0 − 0.2Z−1 = 0.02− 0.2× 0.004 = 0.0192
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등으로 얻을 수 있다.

비조건부 오차제곱합에서는

S(ϕ, θ, µ) =

n∑
t=−∞

ϵ̂2t ≈
n∑

t=−Q

ϵ̂2t

을 최소화하는 모수들을 찾는다. −Q는 ϵ̂t가 매우 작아지는 점으로 잡는다. 다양한 모수들에 대해 이를 계산

하고, 최소화하는 모수를 찾음으로써 비조건부 최소제곱추정법을 수행한다. 마찬가지로 σ̂2은 오차제곱합을

자유도 (n+ 1 +Q)− (p+ q + 1)으로 나누어 계산한다.

8.2.4 최대가능도추정법

최대가능도추정법은오차의분포가정규분포를따른다고가정하고,가능도함수를만든뒤해당가능도함수를

최대화하는 모수를 선택하는 방법을 의미한다. 예를 들어 AR(1) 모형

Zt − µ = ϕ(Zt−1 − µ) + ϵt

를 적합하고자 한다면, 가능도함수는

f(Z2, Z3, · · · , Zn|Z1) =

(
1

2πσ2

)n−1
2

exp

(
− 1

2σ2

n∑
t=2

((Zt − µ)− ϕ(Zt−1 − µ))2

)

으로 주어진다. 여기에서 모수를 구하면 조건부 최대가능도추정법이라 한다.

한편 Z1에 대한 확률밀도함수를 곱하여 비조건부 최대가능도추정법 역시 수행할 수 있다.

Zt − µ = (1− ϕB)−1ϵt =

∞∑
j=0

ϕjϵt−j

이기에 Zt − µ의 분포가 N(0, σ2

1−ϕ2 )임을 감안하면,

f(Z1, Z2, · · · , Zn) =

(
1

2πσ2

)n
2

(1− ϕ2)
1
2 exp

(
− 1

2σ2
S(ϕ, µ)

)
이다. 이때 S(ϕ, µ) =

∑n
t=2((Zt − µ) − ϕ(Zt−1 − µ))2 + (1 − ϕ2)(Z1 − µ)2이다. 따라서 가능도함수 혹은

로그가능도함수를 미분하여 모수들을 찾으면 그것이 최대가능도추정량이 되며, σ2에 대해서도 마찬가지로

σ̂2 =
1

n
S(ϕ̂, µ̂)

를 최대가능도추정량으로 사용할 수 있다. 일반적인 ARMA 모형에서도 이를 사용할 수 있으나, 매우 복잡

하다. 특히 어떤 추정 방법이든 복잡한 ARMA 모형에서는 비선형적인 추정을 해야 해 반복법 등 다양한

알고리즘이 필요하다.

8.2.5 추정량의 분포

최대가능도추정량 혹은 최소제곱추정량의 성질을 고려하면, AR(p) 모형에서의 모수 ϕ = (ϕ1, · · · , ϕp)T의
점근적 분포는 √

n(ϕ̂− ϕ)
d→ N(0, σ2Γ−1)

이다. 이때 Γ는 p − 1차까지의 자기공분산함수들로 이루어진 행렬을 의미한다. 역과정을 이용하면 MA(q)

모형에서도 이와 같은 추론이 가능하다.
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8.3 모형의 진단

마지막으로는 모형을 진단한 후 합당하다고 평가되면 해당 모형을 최종모형으로 선택하고, 그렇지 않다면

다시 식별과 추정을 수행하여 더 좋은 모형을 찾을 수 있도록 하는 과정이 필요하다.

8.3.1 잔차분석

정상 ARMA(p, q) 모형

Φ(B)(Zt − µ) = Θ(B)ϵt

를 적합하였다면, ϵt에 대한 백색잡음 가정이 성립하여야 한다. 따라서 잔차

et = Zt − Ẑt = Θ̂(B)−1Φ̂(B)(Zt − µ̂)

로부터 얻은 et들이 오차 ϵt와 같은 성질을 따를 것으로 기대된다. 이와 같이 잔차의 독립성, 정규성 등을

판별하는 과정을 잔차분석이라 한다. 보통 잔차들의 그림을 그린 후 문제가 있다고 생각되는 부분에 대하여

검정한다.

먼저 정규성 검정을 위해서는 QQ-plot을 그려 시각적으로 확인하거나, 히스토그램을 그린 후 콜모고로프-

스미르노프 검정을 하는 등의 방법이 있다. 시계열분석에서는 아래의 자크-베라 검정 역시 많이 이용한다.

JB =
n

6

(
1

n

n∑
t=1

(
êt
σ̂

)3
)2

+
1

24

(
1

n

n∑
t=1

(
êt
σ̂

)4

− 3

)2

이는 첨도와 왜도를 이용하여 정규성을 검정하는 방법으로, JB값이 크면 클수록 정규분포로부터 멂을 알 수

있다.

백색잡음가정에서자기상관성이존재하는지확인하기위해서는잔차의 SACF인RSACF나잔차의 SPACF

인 RSACF를 그려 볼 수 있다. 이들이 0에 가까운지 확인하여 백색잡음 가정을 확인한다. 이들은 백색잡음

가정에서 분산이 점근적으로 1
n이므로, 기각역을 2√

n
으로 하여 검정한다. 단, AR(1) 모형에서처럼 시차가

작은 경우에는

Var(ρ̂1) ≈
|ϕ|
n

으로, 모수에 의한 어느 정도의 변화가 존재할 수는 있다. 한편 전체 시차의 정보를 종합하여

H0 : ρ1 = ρ2 = · · · = ρK = 0

을 검정하기 위해 포트맨토 검정을 이용하기도 한다. 그 검정통계량은

Q = n(n+ 2)

K∑
k=1

ρ̂2k/(n− k) ∼ χ2(K − p− q)

이다. 이때 1은 평균에 대한 것으로, 평균이 없으면 K − p− q가 자유도이다. 이를 륭-박스 검정이라 하기도

하며, K는 유의해 보이는 ρk까지에 대해 적절히 선택한다. 상황에 따라서는 1차 자기상관관계의 검정을

위하여 더빈-왓슨 검정을 이용하기도 한다.

8.3.2 과대적합

과대적합이란 잠정모형에 모수를 추가하여 모형을 적합한 뒤, 시계열이 얼마나 더 잘 설명되는지를 확인하는

과정이다. 만약 과대적합 결과 모수추정량이 많이 달라진다면, 혹은 잔차들의 분산이 작아진다면, 과대적합

된 모형을 새롭게 선택할 수 있다. 이때 모수과잉을 방지하기 위하여 AR 항과 MA 항을 동시에 추가하지는

않으며, 둘 중 하나를 추가하는 식으로 반복하여 진단한다.
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예측

시계열자료의 생성모형을 분석하는 것은 결국 이후 시계열이 어떻게 흘러갈지 예측하는 것을 최종적인 목적

으로 한다. 여기에서는 앞서 선택된 ARIMA 모형이 참모형이고 진단을 통과하여 해당 모형이 선택되었을

경우, 어떻게 이후 시점의 시계열을 예측하는지에 대해 다룬다.

9.1 최소 평균제곱오차 예측

최소 평균제곱오차를 통한 예측은 Z1, · · · , Zn을 이용하여 Zn+l의 평균제곱오차

E[(Zn+l − g(Z1, · · · , Zn))
2]

을 최소화하는 추정량을 찾는 것을 목적으로 한다. 잘 알려져 있듯이, 이는

Zn(l) = E[Zn+l|Z1, Z2, · · · , Zn]

이 된다. 또한 예측오차는

en(l)− Zn+l − Zn(l)

이다.

9.1.1 차분방정식을 이용하는 방법

Zn(l − i) = E[Zn+l−i|Z1, · · · , Zn] =

Zn(l − i) i ≤ i− 1

Zn+l−i i ≥ i

E[ϵn+l−i|Z1, · · · , Zn] =

0 i ≤ i− 1

ϵn+l−i i ≥ i

이므로, ARIMA(p, d, q) 모형

Φ(B)(1−B)dZt = Θ(B)ϵt

에서 일반화된 자기회귀작용소 Ψ(B) = Φ(B)(1−B)d를 정의한다면

Zn+l = ψ1Zn+l−1 + · · ·+ ψp+dZn+l−(p+d) + ϵn+l − θ1ϵn+l−1 − · · · − θqϵn+l−q
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이 될 것이고, 양변에 Z1, · · · , Zn에 대한 조건부 평균을 세우면,

Zn(l) = ψ1Zn(l − 1) + · · ·+ ψp+dZn(l − p− d)− θlϵn − · · · − θqϵn+1−q

으로 추정할 수 있고, l = 1, 2, · · ·에 대해 단계적으로 계산이 가능함을 알 수 있다. ϵ은 잔차를 사용한다.

9.1.2 무한이동평균의 형태로 표현하는 방법

만약 시계열이

Zn =

∞∑
j=0

ajϵn−j

처럼 무한이동평균으로 나타내어 진다고 하자. ARIMA 모형의 경우

Φ(B)(1−B)dA(B) = Θ(B)

이게하는 A(B)가
∑∞

j=0 ajB
j와같다.그렇다면, Zn+l은오차를이용하여표현가능하며,추정의측면에서는

Zn(l) =

∞∑
j=l

ajϵn+l−j

가 된다. 따라서 잔차 ϵ들을 이용하여 Zn(l)을 얻을 수 있고, 예측오차는

en(l) =

l−1∑
j=0

ajϵn+l−j

으로 주어진다. 이때 장점은 예측오차의 성질을 알 수 있다는 것이다.

E[en(l)] = 0

Var(en(l)) =

 l−1∑
j=0

a2j

σ2

또한 예측오차들 사이에 존재하는 상관성 역시 확인이 가능하다.

9.2 궁극적 예측함수

Definition 18. l이 커질 경우 Zn(l)이 어떻게 변할지를 나타내는 함수를 궁극적 예측함수라고 한다. l > q

인 경우

Zn(l) =

p+d∑
i=1

ψjZn(l − i)

로 표현이 가능하므로, l > q − (p + d)인 경우 Zn(l)은 l에 대한 선형차분방정식으로 표현이 가능하며, 그

l → ∞일 때의 해가 궁극적 예측함수가 된다. 정상 확률과정인 경우 Zn(l)의 형태는 l차 다항식, 지수함수,

삼각함수의 결합 형태로 주어진다.

예를 들어 (Zt − µ) = ϕ(Zt−1 − µ) + ϵt인 AR(1) 모형에서는,

Zn(l)− µ = ϕl(Zn − µ)
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가 됨이 잘 알려져 있다. 따라서

lim
l→∞

Zn(l) = lim
l→∞

(µ+ ϕl(Zn − µ)) = µ

가 궁극적 예측함수가 될 것이다.

9.3 예측구간

앞서무한이동평균의형태로예측을수행할때,예측오차의평균과분산을구하였다.만약오차가정규분포를

따른다면,

−zα/2 ≤ Zn+l − Zn(l)(∑l−1
j=0 a

2
j

)1/2
σ

≤ zα/2

의 포함확률이 1− α가 될 것이므로 100(1− α)퍼센트 예측구간은

Zn(l)± zα/2 × σ

√√√√ l−1∑
j=0

a2j

이된다.정상시계열인경우,루트안의값은특정한값으로수렴하기에예측구간의너비역시수렴하게된다.

9.4 예측의 갱신

새로운 시계열자료가 관측되면, 이를 이용하여 과거의 예측값을 갱신할 수 있다. n+ 1 시점에서 l − 1 시차

이후의 예측값은 Zn+l에 대한 예측값인데, 이는

Zn+1(l − 1) =

∞∑
j=l−1

ajϵn+l−j =

∞∑
j=l

ajϵn+l−j + al−1ϵn+1 = Zn(l) + al−1(Zn+1 − Zn(1))

으로 갱신될 수 있다. 즉 n시점에서 n + 1시점으로 감에 따라, Zn+l의 예측값은 al−1에 예측오차를 곱한

만큼을 더하여 보정된다.

전반적으로 예측은 모형의 종류에 따라 다르기 때문에, 일반론적인 이야기를 하기는 어렵다.
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계절형 자기회귀누적이동평균모형

Definition 19. ARIMA(p, d, q)(P,D,Q)s 모형은 승법계절 ARIMA 모형 혹은 SARIMA 모형이라는

이름으로 불리며,

ϕ(B)Φ(Bs)(1−Bs)D(1−B)dZt = δ + θ(B)Θ(Bs)ϵt

와 같은 형태를 가진다.

Theorem 10. 승법계절모형에서 계절 시차를 기준으로 ACF들이 대칭인 형태를 보인다. 반면 이를

Φ∗(B)(1−Bs)D(1−B)dZt = δ +Θ∗(B)ϵt

처럼 비승법계절모형의 형태로 표현하는 경우, 그렇지 않다. 따라서 ACF를 이용하여 계절성이 승법적으로

반영되는지를 대략적으로 확인해볼 수 있다.

계절형자기회귀누적이동평균모형의적합은일반적인ARIMA모형의적합과유사하다.먼저 SACF, SPACF

나 분야에 대한 지식을 바탕으로 주기 s를 고른다. 그 다음 B 대신 Bs를 이용하여 ARIMA 모형을 적합한다.

그 다음 그렇게 만들어진 잔차 ut에 대해 다시 ARIMA 모형을 적합한다. 그렇다면 승법성에 의하여 모든

모수들을 식별/추정할 수 있다.
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전이함수모형

11.1 전이함수모형

여러 개의 입력시계열을 갖는 전이함수 모형(ARMAX 모형)의 형태는 아래와 같다.

Yt =
∑
i

vi(L)Xi,t + nt

여기에서 Xi,t는 i번째 입력시계열, vi(L) =
∑∞

j=−∞ vi,jL
j는 j번째 전이함수, nt는 잡음과정으로 nt =

ψ(L)ϵt =
θ(L)
ϕ(L)ϵt처럼 나타난다. 특히 vi,j는 충격반응가중값, ψ(L)은 선형필터라 불리기도 한다.

그 적합을 위해서는 아래처럼 추정해야 할 모수의 개수를 제한시키는 방식이 많이 사용된다. 특히 입력시계

열이 하나인 경우,

Yt =
ws(L)

δr(L)
LbXt + nt

를 적합하는 것을 고려할 수 있다. 이때

ws(L) = w0 − w1L− · · · − wsL
s

δr(L) = 1− δ1L− · · · − δrL
r

이며 b는 지연모수이다.

Definition 20. 만약
∑∞

j=0 |vj | <∞가 만족된다면, 전이함수가 안정적이라 한다. 이는 입력시계열이 유한

인 경우 출력시계열 또한 유한하게 됨을 의미한다.

Definition 21. j < 0일 때의 충격반응가중값이 0이면, 즉 vj = 0이면 Yt =
∑∞

j=0 vjXt−j + nt와 같이 쓸

수 있으며, 이때 전이함수를 인과적이라 한다. 이는 입력시계열의 외생성을 나타낸다.

11.2 교차상관함수

Definition 22. 정상인 두 시계열 Xt와 Yt 사이의 교차상관함수는 다음과 같이 정의된다.

γXY (h) := Cov(Xt, Yt+h)

Definition 23. 정상인 두 시계열 Xt와 Yt 사이의 교차상관계수는 다음과 같이 정의된다.

ρXY (h) = Corr(Xt, Yt+h) =
γXY (h)√
γX(0)γY (0)
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인과성을 만족하는 전이함수모형에서,

γXY (h) = Cov(Xt, Yt+h)

= Cov(Xt,

∞∑
j=0

vjXt+h−j + nt+h)

=

∞∑
j=0

vjCov(Xt, Xt+h−j) + Cov(Xt, nt+h)

=

∞∑
j=0

vjγX(h− j)

만약 Xt가 백색잡음이라면, h− j ̸= 0일 때 γX(h− j) = 0이므로,

ρXY (h) =
σX
σY

vhρX(0)

이며 이를 정리하면

vh =
σY
σX

ρXY (h)

를 얻는다. 따라서 전이함수를 구할 때에는 입력시계열 Xt가 ARMA 모형

ϕX(L)Xt = θX(L)αt, αt ∼WN(0, σ2
α)

을 따른다고 한 다음 사전백색화된 백색잡음 αt =
ϕX(L)
θX(L)Xt를 이용한다. 전이함수모형

Yt = v(L)Xt + nt

의 양변에
ϕX(L)
θX(L)을 가하여

βt =
ϕX(L)

θX(L)
Yt

et =
ϕX(L)

θX(L)
nt

로 놓으면 새 전이함수모형 βt = v(L)αt + et에서 입력시계열 αt가 백색잡음이므로,

vh =
σβ
σα
ραβ(h)

로 구할 수 있게 된다.

11.3 전이함수모형의 적합

1. 전이함수모형에서 Xt와 Yt는 모두 정상시계열을 따른다고 가정한다. 따라서 먼저 Xt와 Yt에 대한

정상성 검정을 수행하고, 정상성이 만족되지 않는다면 차분이나 분산안정화변환 등을 수행한다.

2. 전이함수모형의 식별을 수행하기 위해

Yt = v(L)Xt + nt

를 세우고,

(a) 입력시계열 Xt에 ARMA 모형 ϕX(L)Xt = θX(L)αt를 적당한 시차를 선택하여 적합하여 사전백
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색화된 시계열 αt =
ϕ̂X(L)

θ̂X(L)
Xt를 구한다.

(b) 사전백색화 필터 ϕ̂X(L)

θ̂X(L)
를 적용하여 변환된 전이함수모형

βt = v(L)αt + et

를 구한다.

(c) αt와 βt 사이의 표본교차상관계수 ρ̂αβ(h)를 구한 다음, 이를 이용하여

v̂h =
σ̂β
σ̂α
ρ̂αβ(h)

를 구한다.

(d) 만약 αt와 βt가서로상관이없고 αt가백색시계열이라면 Var(ρ̂αβ(h)) ≈ (T−h)−1임을이용하여,

유의성 검정을 수행한다.

(e) 지연모수가 b일 때

vj = 0

vj = δ1vj−1 + · · ·+ δrvj−r + w0

vj = δ1vj−1 + · · ·+ δrvj−r − wj−b

vj = δ1vj−1 + · · ·+ δrvj−r

j < b

j = b

j = b+ 1, · · · , b+ s

j > b+ s

의 관계가 성립함을 이용하여, r, s, b를 잠정적으로 결정한 후 δ̂j , ŵk를 구하고 이로써 초기 추정값

v̂(L) = ŵs(L)δ̂
−1
r (L)Lb을 구한다.

3. 오차모형의 식별을 위하여

n̂t = Yt − v̂(L)Xt

를 구한 뒤, 여기에 적절한 차수의 ARMA 모형

ϕ(B)nt = θ(B)ϵt

을 적합시킨 뒤

Yt =
ŵs(L)

δ̂r(L)
Xt−b +

θ̂(L)

ϕ̂(L)
ϵt

을 모형으로 사용한다.

4. 잠정적으로 추정된 모델

Yt =
ws(L)

δr(L)
Xt−b +

θ(L)

ϕ(L)
ϵt

에서 δ = (δ1, · · · , δr)T , w = (w0, w1, · · · , ws)
T , ϕ = (ϕ1, · · · , ϕp)T , θ = (θ1, · · · , θq)T과 σ2

ϵ을 조건부

가능도함수법, 조건부최소제곱법 등을 통하여 구하고, 최종적으로 계수들을 결정하여 전이함수모형을

적합한다.

11.4 전이함수모형의 진단

전이함수모형이 적합되면 잔차를 통해 진단을 수행한다.

1. ϵt의 백색잡음 여부 판정을 위하여 자기상관을 검토할 수 있다. 적합된 잔차 ϵ̂t로부터 그 표본자기상관
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계수 ρ̂ϵ을 구한 다음, 포트맨토 검정의 Q검정통계량

Q = T (T + 2)

K∑
j=1

1

T − j
ρ̂2ϵ(j) ∼ χ2(T − p− q)

을 통하여 검정한다.

2. 오차와 입력시계열 사이의 독립 여부를 판정하기 위해 교차상관을 검토할 수도 있다.

ρ̂αϵ(h) =

∑Tmax

t=h+1 αt−hϵ̂t(∑Tmax

t=1 α2
t

∑Tmax

t=1 ϵ̂2t

)1/2
을 Tmax = T − p − max(r, s + b)에 대해 계산한 뒤, 그 분산이 근사적으로 (T − h)−1임을 이용해

검정하거나 포트맨토검정의 검정통계량

Q = Tmax(Tmax + 2)

K∑
j=0

1

Tmax − j
ρ̂αϵ(j)

2 ∼ χ2(K − (r + s))

을 이용해 검정할 수 있다. 자유도는 K+1에서 전이함수측에 해당하는 모수의 개수 r+s+1을 감하여

K − (r + s)로 나타난다.

11.5 전이함수모형의 예측

전이함수모형에서

Yt =
ws(L)

δr(L)
LbXt +

θ(L)

ϕ(L)
ϵt, ϕX(L)Xt = θX(L)αt

임을 이용하여

u(L) =
ws(L)L

bθX(L)

δr(L)ϕX(L)

ψ(L) =
θ(L)

ϕ(L)

을 정의하면,

Yt = u(L)αt + ψ(L)ϵt =

∞∑
j=0

ujαt−j +

∞∑
j=0

ψjϵt−j

이므로 t 시점에서 Yt+l의 최적예측값은

Ŷt(l) =

∞∑
j=0

ul+jαt−j +

∞∑
j=0

ψl+jϵt−j

으로 주어지고 예측오차는

Yt+l − Ŷt(l) =

l−1∑
j=0

ujαt+l−j +

l−1∑
j=0

ψjϵt+l−j

이다. 이로부터 그 MSE, 혹은 분산은 아래처럼 나타난다.

V (l) =

l−1∑
j=0

(σ2
αu

2
j + σ2

ϵψ
2
j )



Chapter 12

벡터시계열모형

12.1 VAR

VAR은 벡터자기회귀 모형으로, 단순히 단변량 자기회귀모형의 벡터 버전이라 보기는 어렵다. 이는 변수 간

의 동적인 상호작용을 묘사한다. 특히 이는 구조방정식모형의 축소된 형태이기도 하다. 아래의 n차원 VAR

모형을 고려하여 보자.

Xt = µ+Φ1Xt−1 + · · ·+ΦpXt−p + ϵt

여기에서 사용되는 가정은 아래와 같다.

1. ϵt = (ϵ1t, ϵ2t, · · · , ϵnt)T는 벡터잡음과정으로 ϵt ∼ (0,Ω)를 따른다.

2. 정상성 조건은 특성방정식 Φ(z) = |I −Φ1z−· · ·−Φpz
p| = 0의 근 z가 모두 단위원 밖에 있는 것이다.

12.2 시차의 결정

아래의 가설을 생각하자.

H0 : p = p0, v.s. H1 : p = p1

그렇다면 p0 < p1이라 할 경우 이 귀무가설과 대립가설의 차이는

(Φp0+1)ij = · · · = (Φp1
)ij ∀(i, j) ∈ {1, 2, · · · , n}2

이 제약조건으로 주어지는지 여부에 달려 있다. 이 제약에서는 총 n2(p1 − p0)개의 변수를 조정한다.

그렇다면 가능도비 검정에서의 검정통계량은

LR = T (log |Ω̂0| − log |Ω̂1|)
·∼ χ2(n2(p1 − p0))

으로 주어진다. 이때 Ω̂0, Ω̂1은 각각 귀무가설과 대립가설에서의 잔차를 이용해 계산한 Ω의 추정량이다. 조

신섭 책에서는 p1 = p0 + 1일 때에 맞추어

M(p0) = −(T − n− p0 − 2.5) log

(
|Ω̂1|
|Ω̂0|

)
·∼ χ2(n2)

을 제시하고 있는데, 어차피 점근적인 검정이고 T가 큰 상황이면 큰 차이가 나지는 않는다. 여기에서는

Hamilton 책의 표현을 따르기로 한다. 일반적으로는 bottom-up 방식으로 p1 = p0+1처럼 둔 뒤 p0 = 0부터
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시작하여 더이상 귀무가설을 기각하지 못할 때까지 이 검정을 수행하고 그 시점에서의 시차를 VAR 모형의

시차로 사용한다.

혹은 AIC나 SBC와같은정보량기준을사용하여줄수도있다.주의할점은 AIC나 SBC의부호나더해지는/

곱해지는 상수가 책마다 살짝씩 다르다는 것이다.

AIC(p0) = T log(|Ω̂0|) + 2n2p0

SBC(p0) = T log(|Ω̂0|) + ln(T )n2p0

이들이 작은 p0를 선택하는 것 또한 하나의 방법이 될 수 있다. 혹은 시계열도나 표본부분자기회귀행렬의

형태를 봐도 된다.

부분자기회귀 행렬은 아래의 다변량 Yule-Walker 방정식으로부터 구해지는 행렬 Φk,k를 의미한다.
Γ(0) ΓT (1) · · · ΓT (k − 1)

Γ(1) Γ(0) · · · ΓT (k − 2)
...

...
. . .

...

Γ(k − 1) Γ(k − 2) · · · Γ(0)



ΦT

k,1

ΦT
k,2
...

ΦT
k,k

 =


Γ(1)

Γ(2)
...

Γ(k)


이때 Γ(k)는 k차 교차공분산 행렬 Cov(Xt, Xt−k)이다. Γ(k) ̸= ΓT (k)인 대신 Γ(k) = ΓT (−k)인 점에 유의
하라. 이렇게 구한 Φk,k는 VAR 모형이 참일 때

Φk,k =

Φk k ≤ p

O k > p

임이 알려져 있으므로, Φk,k가 특정 차수 이후 영행렬이 되는 모습이 보인다면 그 차수를 VAR 모형을 적합

하기 위한 차수 p로 사용할 수 있다.

12.3 VAR 모형의 적합과 진단

시차를 결정하였다면, 주어진 자료를 해당 시차 p에 맞추어 VAR(p) 모형을 적합할 수 있다. 단변량에서와 같

이, 최소제곱추정량과 최대가능도추정량을 사용한다. 이때 초기값 X−p+1, · · · , X0은 주어졌다고 가정하자.

즉 조건부최소제곱추정량 또는 조건부최대가능도추정량을 얻는다고 가정하자.

1. 최소제곱추정량

최소제곱추정량에서 추정해야 할 모수는 절편 n개와 계수행렬의 계수 n2p개이다. 여기에서 풀고자

하는 문제는 {
minimize

∑T
t=1 ∥Xt − Φ1Xt−1 − · · · − ΦpXt−p∥2F

으로 주어진다. 이를 풀어내기 위해서

Zt =


1

Xt

...

Xt−p+1

 ∈ Rnp+1

Z =

 Z0 Z1 . . . ZT−1

 ∈ R(np+1)×T
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Y =

 X1 X2 . . . XT

 ∈ Rn×T

y =


X1

X2

...

XT

 ∈ RnT

B =
(
δ Φ1 · · · Φp

)
∈ Rn×(np+1)

β =


B1

B2

...

Bnp+1

 ∈ Rn(np+1)

을 정의하면, 우리의 VAR 모형이

Y = BZ + E

혹은

y = (ZT ⊗ In)β + ϵ

처럼 써질 수 있기에 최소제곱추정량이

β̂ = ((ZZT )−1Z ⊗ In)y

Ω̂ϵ =
1

T − (np+ 1)
(Y − B̂Z)(Y − B̂Z)T

으로 주어진다.

2. 최대가능도추정량 정규성 가정 하에서, B와 Ωϵ에 대한 로그가능도함수는 아래와 같이 주어진다.

lnL(B,Ωϵ) = −nT
2

ln(2π)− T

2
ln |Ωϵ| −

1

2
tr((Y −BZ)TΩ−1

ϵ (Y −BZ))

따라서 미분을 통해 간단하게

B̂ = Y ZT (ZZT )−1

Ω̂ϵ =
1

n
(Y − B̂Z)(Y − B̂Z)T

를 얻을 수 있다.

한편 좋은 조건 하에서, 최소제곱추정량과 최대가능도추정량은 모두 일치추정량이며, 점근적으로는

√
T (β̂ − β)

d→ Nn(np+1)(0, (Ωϵ ⊗ E[ZtZ
T
t ]

−1))

이다.

이렇게 추정을 마무리하고 나면, 잔차를 통해 모형을 진단할 수 있다. 진단에서는 정보량 기준을 이용할

수도 있고, 각 일변량 시계열에 대한 잔차로써 일변량 시계열의 진단을 수행해도 된다. 그러나 전 시차에서

전시계열의잔차의적합성을보기위해서는다변량 포트맨토검정을이용할수있다.잔차의교차상관계수를

ρ(k)처럼 쓸 때,

H0 : ρ(1) = · · · = ρ(K) = 0, v.s. H1 : ∃k s.t. ρ(k) ̸= 0
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을 검정하기 위한 포트맨토검정통계량은

Qn(K) = T 2
K∑

k=1

1

n− k
tr(ρ̂(k)T ρ̂(0)−1ρ̂(k)ρ̂(0)−1)

으로 주어지며 이는 점근적으로 자유도가 n2K − n2p인 카이제곱분포를 따른다. 이때 K는 잔차의 형태를

보고 선택해야 하는 값이다. 일반적으로 ln(T ) 따위를 사용한다.

잔차진단을 통해 모형이 유효한 것으로 나타났다면, 그 이후 예측은 일반적인 일변량 시계열에서와 같다.

너무 간단하므로 여기에서는 다루지 않는다.

12.4 Granger-Causality

VAR에서 인과성이란 아래와 같이 정의된다. X가 Y를 그레인저 인과하지 않는다는 것은

E[Yt+s|Yt, Yt−1, · · · , Xt, Xt−1, · · · ] = E[Yt+s|Yt, Yt−1, · · · ]

처럼 X의 현재/과거값이 Y의 미래값을 예측하는 데 어떠한 도움도 되지 않는다는 것을 의미한다. 이는 Y

의 미래값에 대한 정보가 X의 현재/과거값에 포함되지 않는다는 것을 의미하기도 한다.

이변량 시계열에 대한 아래의 VAR(2) 모형을 고려해 보자.(
xt

yt

)
=

(
ϕ11(1) ϕ12(1)

ϕ21(1) ϕ22(1)

)(
xt−1

yt−1

)
+

(
ϕ11(2) ϕ12(2)

ϕ21(2) ϕ22(2)

)(
xt−2

yt−2

)
+

(
ϵ1t

ϵ2t

)

그렇다면

E[xt|xt−1, xt−2, yt−1, yt−2] = ϕ11(1)xt−1 + ϕ12(1)yt−1 + ϕ11(2)xt−2 + ϕ12(2)yt−2

이므로 yt가 xt를 그레인저 인과하지 않을 필요충분조건은 H0 : ϕ12(1) = ϕ12(2) = 0이다. 동일한 이유로, xt

가 yt를 그레인저 인과하지 않을 필요충분조건은 H0 : ϕ21(1) = ϕ21(2) = 0이 된다. 즉 귀무가설은 그레인저

인과관계가없다는쪽이다.그검정은왈드검정을이용한다.예를들어 yt가 xt를그레인저인과하는지확인할

때,

xt = ϕ11(1)xt−1 + ϕ12(1)yt−1 + ϕ11(2)xt−2 + ϕ12(2)yt−2 + ϵ1t

을 회귀분석하여 ϕ12(1) = ϕ12(2) = 0인지를 검정하는 것이다. 따라서 검정통계량은 회귀분석을 진행한 뒤

F =
(SSE(RM)− SSE(FM))/2

SSE(FM)/(T − 5)
∼ F (2, T − 5)

임을 이용하여 검정할 수 있다. 더욱 일반적인 VAR(p) 모형의 경우에는

F =
(SSE(RM)− SSE(FM))/p

SSE(FM)/(T − 2p− 1)
∼ F (p, T − 2p− 1)

임을 이용하여 검정할 수 있다.

한편 이변량 모형을 넘어서, 더욱 일반적인 n차원 시계열 Xt를 n1, n2차원 X1t와 X2t차원 시계열로 나누어

보자. 그렇다면(
X1,t

X2,t

)
=

(
µ1

µ2

)
+

(
Φ11(1) Φ12(1)

Φ21(1) Φ22(1)

)(
X1,t−1

X2,t−1

)
+ · · ·+

(
Φ11(p) Φ12(p)

Φ21(p) Φ22(p)

)(
X1,t−p

X2,t−p

)
+

(
ϵ1,t

ϵ2,t

)

에서 그레인저 인과의 개념을 확장해 블럭 외생성을 고려하자. X1이 X2에 외생적이라는 것은, X1의 미래값
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이 X2의과거나현재값에의해영향을받지않는다는것을의미한다.즉 X1이모형에서외생변수로작용함을

의미한다. 그렇다면 앞에서와 같이, X2가 X1을 그레인저 인과하지 않는다는 것은

H0 : Φ12(1) = Φ12(2) = · · · = Φ12(p) = On1×n2

를 검정하는 것과 동일하다. Φ12(k)는 n1 × n2행렬이다. 따라서 여기에서의 왈드 검정은

F =
(|Ω̂11(0)| − |Ω̂11(1)|)/pn1n2

|Ω̂11(1)|/(T − np− n1)
∼ F (pn1n2, T − np− n1)

으로 주어질 것이다. 한편 대표본 하에서

pn1n2F
·∼ χ2(pn1n2)

이므로 이를 이용할 수도 있고, 가능도비검정에서처럼

LR = T (log(|Ω̂11(0)|)− log(|Ω̂11(1)|))
·∼ χ2(pn1n2)

임을 이용해도 된다. 주의할 것은 이러한 그레인저 인과검정은 Xt가 정상시계열일 때에만 유효하다.

12.5 충격반응함수

경제학에서는 오차항을 백색잡음으로 보기도 하지만 혁신으로 보기도 한다. 그렇다면 각 측면에서의 충격이

각종 거시경제변수에 어떠한 반응을 불러오는지 궁금할 수 있다. 이를 위해 충격반응함수를 확인하는 경우가

많다. 먼저 Xt가 VAR(p) 모형을 따르는 정상시계열이라고 하자.

Xt = Φ1Xt−1 +Φ2Xt−2 + · · ·+ΦpXt−p + ϵt

그렇다면 이를 VMA(∞) 모형

Xt = ϵt +Ψ1ϵt−1 + · · ·

으로 변환시키면 과거의 충격 ϵt−s가 현재의 거시경제변수 Xt에 미치는 영향을 확인할 수 있을 것이다.

그렇다면

(Ψs)ij =
∂Xt,i

∂ϵt−s,j

으로, Ψs의 i행 j열 원소는 Xt의 i번째 변수 Xt,i에 s기 이전의 j번째 충격 ϵt−s,j가 미치는 영향을 의미하게

된다.

그러나 각 변수에 존재하는 혁신은 여러 측면에서의 충격이 혼재해 만들어진 것일 수 있다. 예를 들어 가격

변수(인플레율)을 거시경제변수 중 하나로 넣어 VAR을 수행하는 경우, 공급측 충격과 수요측 충격이 모두

인플레율에혁신을불러올수있다.올바른분석을위해서는이들변수의 ϵt를근본적인,그리고서로직교하는

충격 여러 개로 분해할 필요가 있다. 대표적으로

ϵt = Aut

처럼 쓸 수 있다. 이때 ut는 직교화된 충격들이며, A는 이들이 Xt에 미치는 구조적 효과를 묘사하는 n × n

행렬이다. 우리가 Var(ϵt) = Ω로 썼다면, Ω는 대칭인 양정치행렬이기에 Ω = ADAT처럼 분해할 수 있다. 즉

충격의 분해는 먼저 ϵt의 공분산 구조 Ω를 안 다음, 직교대각화를 수행하고, A를 찾은 뒤, Cov(ut) = D로

직교화된 ut = AT ϵt를 얻음으로써 이루어진다.

그러나 여기에서 문제는 직교대각화가 유일하지 않다는 데 있다. 따라서 많은 경우에는 모형에 기반하여

적절한제약조건을걺으로써 A를특정한다.대표적으로는 Cholesky분해를이용하는방법이있다. Cholesky
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분해는유일하므로, PPT = Ω인하삼각행렬 P를찾을수있다.대각원소를 1로조정하기위하여 P = AD1/2

로 쓰면, ADAT = PPT = Ω이며, A는 하삼각행렬이 된다. 그리고 유일하다. 이때에는 ϵt = Aut이므로,

충격 ϵt가 특정한 종속구조를 가지게 되는다. n = 3일 때를 예로 들면,

ϵt,1 = ut,1

ϵt,2 = a21ut,1 + ut,2

ϵt,3 = a31ut,1 + a32ut,2 + ut,3

이다.따라서 Cholesky분해를이용해 identification을하는경우에는,다양한충격에의해즉각적으로영향을

받는 변수를 Xt에서 최대한 아래에 두어야 한다. 반대로 특정 한 충격에만 즉각적으로 반응하고 나머지에는

반응하지 않는 경우, 이를 가장 위에 두어야 한다. 이는 보통 모델 하에서 적절한 가정을 통해 해결한다.

일반적으로 연방이 결정하는 이자율 등의 경우 다양한 충격을 고려해 결정되므로 가장 아래에, 투자수요나

가격수준같이 시장 혁신에 따라 결정되는 변수들을 가장 위에 두고는 한다.

물론순서가다르면 Cholesky분해를사용하는대신그에맞는분해를사용해도되지만,귀찮기때문에보통

이처럼 한다. Cholesky 분해를 사용하는 식별 방법을 recursive structure라 부른다. 추후 구조적 VAR을

다룰 때 더욱 다양한 구조화 방법에 대해 알아볼 것이다.

다시 충격반응함수로 돌아오면, 직교화된 충격(공급측 충격, 수요측 충격 등)이 각 거시경제변수에 어떤

영향을 미칠지 확인하고 싶을 수 있다. 그렇다면

∂Xt,i

∂ut−s,j
=

∂Xt,i

∂A−1
j· ϵt−s

=

n∑
k=1

∂Xt,i

∂ϵt−s,k
× ∂ϵt−s,k

∂A−1
j· ϵt−s

=

n∑
k=1

(Ψs)ik ×Akj = (ΨsA)ij

를 얻는다. 더 나아가 표준오차를 1로 하는 충격(표준화된 충격) vt = D−1/2ut에 대하여 확인하면,

∂Xt,i

∂vt−s,j
= (Ψs)i·A·j

√
Dii = (ΨsAD)ij

를 얻게 된다. 즉 s시점 과거에서 일어난 1-SD인 j번째 충격 vt−s,j가 Xt의 i번째 변수 Xt,i에 미치는 영향은

위처럼쓸수있는것이다.이를 s = 1, 2, · · · ,에대해수행한다면우리가흔히 IRF라부르는 impulse-response

function(curve)를 얻게 되는 것이다.

12.6 국소충격반응

충격반응함수는 전체 피리오드에 VAR을 적합한 뒤 일반적인 충격(표준화된 충격)에 대한 반응함수를 분석

한다. 이는 일반적이고 평균적인 이야기이다. 그러나 우리는 이따금 특정 충격이 미친 영향 자체가 궁금할

수 있다. 곡물의 공급측 충격이 가격수준에 미치는 영향 자체를 분석하는 것은 충격반응함수로 가능하지만,

러-우 전쟁으로 인한 공급측 충격이 가격에 어떠한 영향을 미쳤는가?에 대한 답은 할 수 없다. 이때 필요한

것이 국소충격반응이다.

먼저 VAR을 적합하면, ût = Â−1ϵ̂t를 얻을 수 있을 것이다. 이때 ϵ̂t는 잔차로,

ϵ̂t = Xt − Φ̂1Xt−1 − · · · − Φ̂pXt−p

로써 얻는다. 그렇다면 VMA(∞) 표현을 수행하면

Xt+s = ϵ̂t+s + Ψ̂1ϵ̂t+s−1 + · · ·+ Ψ̂s−1ϵ̂t+1 + Ψ̂sϵ̂t + Ψ̂s+1ϵ̂t−1 + · · ·

일 것인데, 만약 이 충격이 없었더라면?

Xt+s|ut=0 = ϵ̂t+s + Ψ̂1ϵ̂t+s−1 + · · ·+ Ψ̂s−1ϵ̂t+1 + 0 + Ψ̂s+1ϵ̂t−1 + · · ·
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이었을 것이다. 따라서 ut라는 충격의 기여는

Xt+s −Xt+s|ut=0 = Ψ̂sϵ̂t = Ψ̂sÂût

로 계산할 수 있다. 사실 이는 충격반응함수에서 1-SD를 가정함에 따라 D1/2만을 곱했던 것과 달리, 표준편

차가 D1/2인 실제 충격 ût를 집어넣는 것이나 다름없다.

한편 이는 적당한 identification이 되었다는 가정 하에, 해당 시기에 발생한 충격 ût의 크기를 앎으로써 s기

후에 어떠한 반응이 발생하였는지를 추정한다는 점에서 특정한 사건이나 정책이 미친 영향을 평가하는 데

사용될 수 있다.

12.7 예측오차 분산분해

우리는 앞서 특정한 충격이 어떠한 변수에 미치는 영향을 보았다. 반대로 어떠한 변수의 변동에 가장 영향을

많이 미치는 충격이 무엇인지 궁금할 수도 있다. 이를 위해서는 예측오차를 구성하는 변동성분을 분해할

필요가 있다. Xt+s에 대한 t시점에서의 추정량은

X̂t+s|t = E[Xt+s|It] = Ψsϵt +Ψs+1ϵt−1 + · · ·

으로 주어진다. 그렇다면 예측오차는

Xt+s − X̂t+s|t = ϵt+s +Ψ1ϵt+s−1 + · · ·+Ψs−1ϵt+1

으로 주어지며, 그 MSE는

MSE = Var(Xt+s − X̂t+s|t) = Ω +Ψ1ΩΨ
T
1 + · · ·+Ψs−1ΩΨ

T
s−1

으로 써줄 수 있다. 그런데 ϵt = Aut로 쓰고 Cov(ut) = D라고 하면,

Ω = ADAT = A·1D11A
T
·1 + · · ·+A·nDnnA

T
·n

이므로,

MSE = D11(A·1A
T
·1 +Ψ1(A·1A

T
·1Ψ

T
1 + · · ·+Ψs−1(A·1A

T
·1Ψs−1)

+D22(A·2A
T
·2 +Ψ1(A·2A

T
·2Ψ

T
1 + · · ·+Ψs−1(A·2A

T
·2Ψs−1)

...

+Dnn(A·nA
T
·n +Ψ1(A·nA

T
·nΨ

T
1 + · · ·+Ψs−1(A·nA

T
·nΨs−1)

처럼 쓸 수 있고, 이 중

Dii(A·iA
T
·i +Ψ1(A·iA

T
·iΨ

T
1 + · · ·+Ψs−1(A·iA

T
·iΨs−1)

가 i번째직교화된충격 ut,i가 s기이후의 Xt를예측하는데생긴오차에미친기여를뜻하게된다.많은경우

한 변수에 대한 MSE를 구하고 1로 표준화한 뒤, 각 충격들이 미친 영향을 비율로써 표시하고는 한다.

12.8 국소적 예측오차 분산분해

국소충격반응에서와 마찬가지로 국소적인 분산분해를 하고플 수 있다. 앞에서와 같이
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Xt+s = ϵ̂t+s + Ψ̂1ϵ̂t+s−1 + · · ·+ Ψ̂s−1ϵ̂t+1 + Ψ̂sϵ̂t + Ψ̂s+1ϵ̂t−1 + · · ·

로 쓴다면, 이번에는 t기 이후의 모든 혁신이 없다고 가정해 보자. 그러면

X̂t+s|ut,··· ,ut+s=0 = 0 + Ψ̂s+1ϵ̂t−1 + · · ·

이며, 예측오차는

Xt+s − X̂t+s|ut,··· ,ut+s=0 = ϵ̂t+s + Ψ̂1ϵ̂t−1 + · · ·+ Ψ̂sϵ̂t =

s∑
h=0

Ψ̂hÂût+s−h

이는 t기부터 t + s기까지 발생한 국소적인 충격 ût+s−h들이 Xt+s의 변동에 미친 영향을 분해한다. 각각의

계수는 Ψ̂hÂ로 주어진다. 마찬가지로 비율로써 각 충격이 특정 변수의 변동에 기여한 바를 알 수 있다.

12.9 구조적 VAR

앞의 모든 논의에서 볼 수 있듯, A의 역할이 매우 막중하다. 여기에서는 경제학적 모형에 기반하여 A를

식별하는 문제에 대해 다룰 것이다.

일반적으로 구조방정식 모형에서는 아래의 모형을 고려한다.

A0Xt = G+A1Xt−1 +A2Xt−2 + · · ·+ApXt−p + Cet

여기에서 et ∼ (0, D)으로, 서로 직교화된 원초적인 충격들을 의미한다. A0는 Xt에 존재하는 변수들이 갖는

즉각적인관계를묘사하며, C는직교화된 et가각거시경제변수 Xt의충격에어떻게포함되는지를묘사한다.

이제 양변에 A−1
0 을 곱하면

Xt = A−1
0 G+A−1

0 A1Xt−1 + · · ·+A−1
0 ApXt−p +A−1

0 Cet

를 얻고, µ = A−1
0 G, Φi = A−1

0 Ai, ϵt = A−1
0 Cet로 정의하면 이는 우리가 그간 봐왔던 VAR 모형

Xt = µ+Φ1Xt−1 + · · ·+ΦpXt−p + ϵt

로변환될수있다.이제문제는VAR을적합한뒤직교화된 et를포함하는 SEM으로돌아가기위해 µ,Φ1, · · · ,Φp, ϵt

로부터 G,A0, · · · , Ap, C, et를 찾는 식별의 문제이다. 이는 A0과 C에 적절한 조건을 가함으로써 이루어진다.

혹은 추가적으로 A1이나 G에 제약이 주어질 수도 있다.

대표적인 제약의 예시 중 하나는 우리가 이미 보았다. 바로 Cholesky decomposition이다. Cholesky decom-

position에서는 공분산행렬의 Cholesky factor P가 하삼각행렬이라는 제약을 걸었었다. 이제 여기에서는

P = A−1
0 C︸ ︷︷ ︸

A 의 역할

×D1/2 = A−1
0 CD1/2

이 하삼각행렬이라는 제약이 생기게 된다. 이는 A0와 C에 제약을 걺으로써 식별이 가능하게 된다. 단 앞서

언급하였듯 이론을 통해 변수 간에 recursive structure가 있다고 생각되는 경우에만 이러한 제약을 걸 수

있을 것이다.

더욱 일반적으로는 우리가 특정한 이론을 통해 이를 확인한 경우,

Ω = A−1
0 CDCTA−T

0

µ = A−1
0 G

Φi = A−1
0 Ai
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를 해당 제약조건 하에서 풂으로써 A−1
0 C를 특정해줄 수 있다.

예시를 보기 위해 IS-LM-PC 모형을 고려하자.

y = α+ us − σ(i− E[∆p+1]) + uis (IS equation)

m− p = ϕy − λi+ umd (LM equation)

∆m = ums (money supply process)

∆p = ∆p−1 + β(y − us) (Okun’s Law + Phillips curve)

이때 y는 산출량의 로그값, p는 가격수준의 로그값, m은 통화량의 로그값이다. 더불어, us, ums, umd, uis는

각각공급,화폐공급,화폐수요, IS곡선측면에서의충격을의미하게된다.여기에합리적기대가성립한다면,

E[∆p+1] = ∆p이다. 따라서 SEM 모형으로 이를 쓰면,
1 0 σ −σ
−ϕ 1 λ −1

0 1 0 0

−β 0 0 1



yt

mt

it

pt



=


α

0

0

0

+


0 0 0 −σ
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 2



yt−1

mt−1

it−1

pt−1

+


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1



yt−2

mt−2

it−2

pt−2

+


1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

−β 0 0 0



ust
umd
t

ums
t

uist


으로 쓸 수 있을 것이다. 이는 일반적인 A0와 C를 모두 허용하는 것이 아니라, A0, G,A1, A2, C의 구조를

허용하고 σ, ϕ, λ, β, α만 이동할 수 있게 함으로써 5개의 변수만 결정하면 SVAR 모형이 식별될 수 있게 한다.

SVAR 모형은 경제학적 모형에 맞는 VAR 모형을 적합할 수 있게 한다는 점에서 장점이 있다. 단, 제약조건

의 설정이나 변수설정 등에서 단순히 통계적으로만 해석하기는 어렵고, 도메인 널리지가 충분한 상태에서

정상시계열에 대한 분석이 필요하다.

한편 SVAR의적합은먼저 VAR모형의적합을통해 µ̂, Φ̂i, Ω̂등을얻은뒤 A0, C 등에대한제약조건하에서

최대가능도법과 GMM등을통해수행할수있다.이는특정한 A0나 C 구조하에서만잘밝혀져있고그외에

는 직접 얻어야 하는데, 복잡한 경우가 다반사이므로 문제가 나올리가 없다고 생각한다. 따라서 여기에서는

생략한다.



Chapter 13

공적분분석과 벡터오차수정모형

13.1 허구적 회귀

아래의 y1,t와 y2,t는 서로 독립인 확률보행과정을 따른다.

y1,t = y1,t−1 + vt, vt ∼i.i.d. (0, 1)

y2,t = y2,t−1 + ut, ut ∼i.i.d. (0, 1)

그렇다면 y1,t와 y2,t는 서로 독립적으로 생성되기에 관련이 없다. 그러나 단순회귀모형

y2,t = α+ βy1,t + ϵt

를 적합하는 경우, 일반적으로 높은 R2값과 회귀계수의 큰 t값, 그리고 낮은 DW통계량이 관측된다. 이는 두

시계열 간 아무 관계가 없음에도(참모형에서 α = β = 0임에도) 회귀계수가 유의하게 나타난다는 점에서,

허구적 회귀라 부른다.

더 나아가, 회귀계수로서 얻은 α̂와 β̂에 대하여 아래가 성립한다.(
T−1/2α̂

β̂

)
= Op(1)

우리가 일반적으로 회귀분석을 진행하는 경우
√
T (α̂ − α) 따위로 검정을 진행함을 돌이켜 보면, 일반적인

회귀분석에서는 (
T 1/2α̂

T 1/2β̂

)
= Op(1)

여야 합니다. 즉 추정량이 Op(T
−1/2)로, T → 0일 때 일치성을 가진다. 그러나 우리의 경우 이 값이 발산하여

일치성을 가지지 않는 추정량이 된다. 더 나아가, F값은 F = Op(T )로 발산하여 회귀식 역시도 유의하게

관측된다. R2이 0으로 수렴하지 않는 것과 DW 통계량이 매우 작게 나오는 것 역시 이와 관련된다. 결국

문제는 회귀식에서 사용하는 오차항 ϵt가 I(1)임으로부터 기인한다.

허구적 회귀를 해결하기 위해서는 회귀식을

y1,t = α+ ϕy1,t−1 + βy2,t + δy2,t−1 + ϵt

처럼설정해 lagged variable을넣음으로써오차항 ϵt를 I(0)으로만드는것이하나의대안이될수있다.이는

동태적 패널 모형 등에서 자주 사용되는 해결법 중 하나이다. 둘째는 차분을 수행하여

∆y1,t = α+ β∆y2,t + ϵt
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를 적합하는 것이다. 마찬가지로 차분을 하는 경우 ∆y1,t와 ∆y2,t는 I(0)이므로 유효한 회귀모형이 된다.

마지막으로는 이러한 자기상관관계를 고려하여 OLS 대신 적절한 GLS를 수행할 수 있다.

13.2 공적분

차분을 이용해 허구적 회귀를 해결하려는 경우, 모든 변수를 동일하게 차분한다. 이 경우 몇몇 변수가 과대차

분됨에 따라, 시계열의 분산이 커지는 등의 문제가 발생할 수 있다. 만약 시계열에 공적분 관계가 존재하는

경우, 이를 보정함으로써 쉽게 문제를 해결할 수 있다.

만약 벡터확률과정 yt ∼ I(1)에 대하여 어떤 α ̸= 0가 존재해 γT yt ∼ I(0)이라면, yt가 공적분 벡터 γ로써

공적분되어있다고 말한다. 만약 그렇다면, 회귀분석의 과정에서 오차항 ϵt가 I(0)일 수 있게 되므로 허구적

회귀의 문제가 발생하지 않는다.

예를 들어 y1,t와 y2,t가 (1,−β)T라는 공적분 벡터로써 공적분되어있다고 하자. 이 경우(
y1,t

y2,t

)
∼ C(1,−β)

처럼 쓰기도 한다. 그렇다면

y1,t − βy2,t = ut ∼ I(0)

이므로, 우리가

y1,t = α+ βy2,t + ϵt

와 같은 단순회귀모형을 적합할 때 문제점이 없다. 특히 정상성을 가지는 I(0)인 ϵt = ut − α 과정은 오차항,

혹은 혁신으로 판단가능함을 고려한다면 장기적으로는 y1,t − βy2,t = α에서 ϵt만의 변동을 거친다. 따라서

공적분 관계는 장기평형의 관계로 해석할 수 있다. 또한 회귀분석으로써 얻는 α와 β는 이 장기관계를 밝혀

내는데에도움이된다.즉공적분을이용하여회귀분석을수행하는것은허구적회귀의위험으로부터벗어나

모수들의 장기균형을 밝히는 데 도움이 된다.

13.3 공적분 관계 검정

어떠한 벡터 시계열 yt에 대하여 공적분 벡터가 γ로 알려져 있다고 하자. 실제로는 아래의 과정을 거쳐 이를

검정할 수 있다.

1. 벡터시계열을이루는 yt의각원소들중 γ와관련된단변량시계열들이각각으로는비정상시계열임을

밝혀야 한다. 여기에는 적절한 모형 하에서의 DF 검정, ADF 검정, PP 검정 등이 사용될 수 있다.

2. 다음으로는 γT yt가 정상성을 갖는지 검정하기 위하여, DF 검정, ADF 검정, PP 검정을 수행할 수

있다.

지난 시간에 다룬 것과 같이, yt의 성질에 따라 적절한 Case 하에서 정상성 검정을 수행해 주어야만 한다.

특히 Case 3과 같은 경우는 추세를 허용하기 때문에 정확히 말하면 정상성을 가지지는 않는다. 그러나 추

세가 선형이기 때문에, 그 계수를 안다면 추세를 제거할 경우 정상시계열을 얻게 된다. 그러므로 공적분은

엄밀하게는 γT yt ∼ I(0)인 경우를 의미하지만, 프랙티컬하게는 공적분 검정에서 장기균형에 추세가 있다고

보고 이를 제거한 뒤 공적분을 이용한 회귀분석을 수행하기도 한다.

13.4 VECM

추세가 포함된 벡터자기회귀모형

yt = µt +Φ1yt−1 + · · ·+Φpyt−p + ϵt, ϵt ∼i.i.d. (0, σ
2)
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을 고려하자. 이때 이를 ADF representation의 형태로 다시 쓰면,

yt = µt + ρyt−1 + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 + ϵt

이며

ρ =

p∑
i=1

Φi, ξi = −
p∑

i=j+1

Φi

이다. 한편 양변에서 yt−1를 빼면,

∆yt = µt + (ρ− I)yt−1 + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 + ϵt

를 얻는다. 한편, 우리의 벡터자기회귀모형이

yt − Φ1yt−1 − · · · − Φpyt−p = Φ(L)yt = µt + ϵt

으로 써진다고 하면

ρ− I =

p∑
i=1

Φi − I

= −(I − Φ1 − · · · − Φp)

= −Φ(1)

이다.

한편 이 시계열에 h개의 공적분 관계가 있다는 것은, 랭크가 h인 n × h 행렬 A가 있어 AT yt ∼ I(0)임을

의미한다. 좋은 조건 하에서, h개의 공적분 관계가 있는 시계열 yt에 대한 Φ(1)은

Φ(1) = BAT

로 분해될 수 있음이 알려져 있다. 이때 A,B ∈ Rn×h이며 A는 공적분 관계 행렬과 같다. 따라서 아래와 같이

VECM을 정리할 수 있다.

∆yt = µt + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 − BAT yt−1︸ ︷︷ ︸
error correction

+ϵt

• VECM은 단기적인 변동 ∆yt−1 · · ·∆yt−p+1들이 이번 기의 변동 ∆yt에 어떠한 영향을 미치는지를

묘사한다.

• 이때 BAT yt−1은 그 과정에서 오차를 수정하는 역할을 한다.

• A가 공적분 관계 행렬이므로, AT yt−1은 I(0)일 것으로 기대된다. 또한 다르게 말하면 그 값은 장기균

형으로부터 벗어난 정도를 의미하기도 한다.

• 오차수정항의계수가마이너스인이유도이와관련이있다.장기균형으로부터시계열이많이벗어나는

경우 BAT yt−1 값이커진다.이는 ∆yt의과대차분을보상해주는항일뿐더러,장기균형으로부터벗어난

시계열을 장기균형으로 복원시키는 역할을 한다.

한편 µt는 시계열의 형태를 보고 추세 모양으로부터 적절히 결정해 주어야 한다. 단위근검정에서와 마찬가

지로 µt = 0인 절편이 없는 경우, µt = µ0인 절편이 있는 경우, µt = µ0 + µ1t인 선형 추세가 있는 경우 등이

자주 사용된다. 이외에도 다양한 방법이 있다.
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13.5 Johansen’s Method

VECM의 적합은 Johansen의 알고리즘을 통해 최대가능도에 기반하여 수행한다. 특히 공적분 관계의 개수

h의 결정과 VECM에서의 계수 결정이 동시에 수행된다. 대표적으로 추세가 있는 µt를 이용하는 경우,

1. 보조회귀식

∆yt = ηt +Π1∆yt−1 + · · ·+Πp−1∆yt−p+1 + ut

를 적합한다. (오차수정항이 없는 형태)

2. 보조회귀식

yt−1 = νt +Θ1∆yt−1 + · · ·+Θp−1∆yt−p+1 + vt

를 적합한다. (오차수정항이 없고 반응변수가 yt−1)

3. 잔차 ût와 v̂t를 이용하여, 아래의 세 공분산행렬

Σ̂UU =
1

T − p

T∑
t=p+1

ûtû
T
t , Σ̂UV =

1

T − p

T∑
t=p+1

ûtv̂
T
t , Σ̂V V =

1

T − p

T∑
t=p+1

v̂tv̂
T
t

를 추정한다.

4. Σ̂−1
V V Σ̂V U Σ̂

−1
UU Σ̂

−1
UV의고유값 λ̂1 > λ̂2 > · · · > λ̂m과상응하는고유벡터 e = (e1, e2, · · · , en)을구한다.

단, eT Σ̂V V e = I를 만족하도록 한다.

5. 이를 바탕으로 아래와 같이 모수들의 최대가능도추정량을 얻는다. 공적분 관계가 h개 있을 때,

Â = (e1, e2, · · · , eh) ∈ Rn×h

B̂ = Σ̂UV Â ∈ Rn×h

µ̂t = η̂t − B̂ÂT ν̂t

ξ̂i = Π̂i − B̂ÂT Θ̂i

Σ̂ϵ =
1

T − p

T∑
t=p+1

(ût − B̂ÂT v̂t)(ût − B̂ÂT v̂t)
T

6. 이때의 로그가능도는

l∗ = −Tn
2

log(2π)− Tn

2
− T

2
log |Σ̂UU | −

T

2

h∑
i=1

log(1− λi)

으로 주어진다.

주의할점은 µt 추세항의형태에따라이알고리즘은달라질수있다.위의알고리즘은선형추세를가정하는

경우의 알고리즘이다.

한편 이를 이용하면 h가 정해졌을 때의 로그가능도를 알 수 있다. 따라서 이는 공적분 개수 h에 대한 검정을

수행하는 데에도 사용할 수 있다. 먼저 아래의 가설을 고려하여 보자.

H0 : h cointegrations v.s. H1 : more than h cointegrations

그렇다면 이 경우의 로그가능도비는

LR = 2(l∗1 − l∗0) = −T
n∑

i=h+1

log(1− λi)
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이며, µt의 형태에 따라 그 분포가 달라진다. 이러한 검정법을 트레이스 검정이라고 부른다. 일반적으로 µt

의 형태에 따라 그 분포표가 주어지고, 이를 이용하여 결정해야 한다.

또 다른 방법은 가설을

H0 : h cointegrations v.s. H1 : h+ 1 cointegrations

으로 설정하는 것이다. 이 검정방법에서는 h = n − 1이라는 큰 쪽부터 시작하여 귀무가설을 기각하지 못할

때마다 h를 점점 줄여나가 h를 찾는다. 이 경우 검정통계량은

LR = −T log(1− λh+1)

이며, 이러한 방법을 최대고유값 검정이라 부른다.

13.6 Summary

따라서 오차수정모형은 아래와 같이 적합한다.

1. AIC나 SBC와 같은 정보량 기준을 이용하여 VAR(p)의 차수를 정한다.

2. 벡터 시계열에 대한 선행지식과 분석을 통하여 결정적 추세 µt의 개형을 결정한다.

3. 적절한 µt를고른뒤그에맞는 Johansen’s method를적용하고,트레이스검정혹은최대고유값검정을

통해 h를 결정한다.

4. 해당 h에 맞게 Johansen’s method를 이용해 오차수정모형

∆yt = µt + ξ1∆yt−1 + · · ·+ ξp−1∆yt−p+1 −BAT yt−1 + ϵt

를 적합한다. 이때 A,B ∈ Rn×h이다.

5. 적합한 오차수정모형의 잔차 ϵ̂t를 이용하여 잔차검정을 수행해 모형의 타당성을 검토한다.

한편 그 결과에서 A를 통하여 yt에 존재하는 장기적 균형관계, 혹은 해당 거시경제변수들이 갖는 관계를

확인할 수 있다. 또한 결정된 계수 µt와 ξi 등을 통하여, ∆yt가 단기적으로 이전 기의 ∆yt들과 AT yt−1에

의하여 어떤 영향을 받는지 확인할 수 있게 된다.



Chapter 14

개입분석

시계열자료가 항상 하나의 모형에 의해 설명되는 것은 아니다. 시계열자료가 어떠한 사건이나 개입에 의하여

그 기저의 패턴이 달라지는 경우, 해당 효과를 추정하고 그 유의성 여부를 판단하는 개입분석을 수행할 수

있다. 한편 개입의 유무나 시점을 모르는 경우에는 시계열자료에서 이상점을 파악하는 것이 도움될 수 있다.

이상점을 판단하는 것은 안정적인 추론을 가능하게 할 뿐더러 그 원인을 고려해볼 수 있게 함으로써 분석에

도움을 준다.

14.1 개입분석

Definition 24. 정책의 변화와 같이 시계열자료에 영향을 미칠 가능성이 있는 사건들을 개입이라 부르며,

이들을 입력변수로 사용하는 시계열모형을 개입모형이라 한다. 개입변수는 사건이 지속되는 기간에 따라 두

종류로 나뉜다.

• 펄스함수: 펄스함수 Pt(T )는 어떤 사건이 T 시점에 발생하여 해당 시점에만 영향을 미칠 때 사용한다.

• 계단함수: 계단함수 St(T )는 어떤 사건이 T 시점에 발생하여 T 시점 이후에 모두 영향을 미칠 떄

사용한다.

개입분석에서는 개입변수 It에 대하여 그 효과를

w(B)

δ(B)
BbIt

처럼 쓴다. 이떄 b는 개입이 지연된 시차이며, wj는 개입의 초기 기대효과를, δj는 개입의 지속적인 효과를

나타낸다. δ(z) = 0의 근들은 1 이상의 절대값을 가진다. 그 반응되는 형태는 다섯 가지로 구분할 수 있다.

• 개입의 효과가 b시차 이후에 반영되며, 그 크기가 w로 일정한 경우: wBbPt(T ) 혹은 wBbSt(T )가

개입의 효과가 된다.

• 개입의효과가 b시차이후에반영되며,그크기가점차로줄어드는경우:초기에는개입의효과가있으나

시장 참여자들의 행태 변화로 인하여 개입의 효과가 줄어드는 경우로, w
1−δBB

bIt처럼 표현한다.

• 개입의 효과가 b시차 이후에 반영되며, 선형으로 증가하는 경우: 개입의 효과가 누적되어 선형추세를

가지는 상황으로, w
1−BB

bSt(T )처럼 묘사된다.

• 반응변수에 반영되는 효과는 점차로 줄어드나 개입 발생 이전과 다른 수준으로 수렴하는 경우: 장기균

형에 변화가 생기는 상황으로,(
w0

1− δB
+

w1

1−B

)
BPt(T ),

(
w0 +

w1B

1− δB
+

w2B

1−B

)
Pt(T )
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등이 대표적이다.

• 여러 개의 개입이 결합되는 경우: 다중개입모형이라 부르기도 하며,

Zt =

k∑
i=1

wi(B)Bbi

δi(B)
Ii,t +

θ(B)

ϕ(B)
ϵt

개입모형을적합하고자하는경우위의다중개입모형을기본으로하여적절한개입 Ii,t과 k, wi(B)의차수를

결정하고 적합한 뒤 오차항에 ARMA 구조를 적합하는 등의 방식으로 진행한다. 이후 모수들의 유의성을

판단하고 잔차분석으로써 진단하여 마무리한다.

14.2 이상점 탐지

14.2.1 시계열에서의 이상점과 그 종류

Xt는 원래 시계열로 오염되지 않은 시계열이고 ARMA(p, q) 모형

Φ(B)Xt = Θ(B)ϵt

를 따른다고 하자. 여기에 wv(B)It(T )만큼이 더해진 오염된 시계열

Zt = Xt + wv(B)It(T )

를 고려하자. w는 이상점의 효과, v(B)는 이상점의 종류를 묘사하는 함수, It(T )는 t = T이면 1이고 아니면

0인 지시함수이다.

1. Additive Outlier(AO):

AO는 wA만큼의이상점효과가 T 시점에서오염되지않은시계열에정해진형태로, Zt = Xt+wAIt(T )

와 같이 표현될 수 있다. 이는 한 시점에서의 관측값에만 영향을 미치게 되므로 관측오차 등을 설명할

수 있다.

2. Innovational Outlier(IO):

IO는 이상점이 발생한 이후 관측값에 지속적인 영향을 미치는 형태로,

Zt =
Θ(B)

Φ(B)
(ϵt + wIIt(T ))

와 같이 표현된다. 즉 Θ(B)
Φ(B)의 가중치를 통해 Zt에 이상점의 효과가 지속적으로 더해지는 상황을 의미

한다. 이는 오차에 영향을 주는 내생적인 원인을 반영할 수 있다.

3. Level Shift (LS):

특정 시점 이후의 모든 관측값 수준에 영구적인 변화가 발생하는 경우, 수준변화를 묘사하기 위하여

Zt = Xt +
wL

1−B
It(T )

처럼 나타낼 수 있다.

4. Temporary Change (TO):

이상점에의해관측값수준에생긴변화가단기적으로지속되며그크기도점진적으로줄어드는경우를

묘사하기 위하여

Zt = Xt +
wC

1− δB
It(T )
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처럼 쓸 수 있다. 이때 δ를 감쇠효과라 부르며, 지속 기간 역시 이에 의해 좌우된다. 만약 δ가 0에

가깝다면 AO, 1에 가깝다면 LS가 이에 대응된다.

5. Patches of Outliers:

AO가 연속적으로 발생하여 효과를 미치는 경우로,

Zt = Xt +

m∑
j=1

wjIt(Tj)

처럼 쓸 수 있다.

가장 일반적으로는,

Zt = Xt +

m∑
j=1

wjvj(B)It(Tj)

처럼 모형을 만들 수 있다.

14.2.2 이상점 영향의 추정

이상점 탐지를 수행할 때에는 Xt의 모형은 이미 알고 있다고 가정한다. 즉 Φ(B)와 Θ(B)는 알고 있는 상황

에서, 그 발생 시점과 종류를 밝혀내는 것이 이상점 탐지의 목적이다. 잔차는

et =
Φ(B)

Θ(B)
Zt

=
Φ(B)

Θ(B)
(Xt + wv(B)It(T ))

= ϵt + w
Φ(B)v(B)

Θ(B)
It(I)

이므로, 이상점의 종류에 따라 오차항에 붙는 항이 달라진다. Π(B) = Φ(B)
Θ(B)으로 정의하면, YT+k를

YT+k =


−πk AO

0 IO

1−
∑k

j=1 πj LS

δk −
∑k−1

j=1 δ
k−jπj − πk TC

로할때 et = wYt+ϵt가되는것이다.따라서이들을설명변수로하고 w를모수로하는회귀모형을적합하면,

이상점의 종류와 위치를 알 때 각 이상점들의 효과와 그 분산을 추정할 수 있는 것이다.

Theorem 11. AO의 경우

ŵA =
eT −

∑n−T
j=1 πjeT+j∑n−T
j=0 π2

j

, Var(ŵA) =
σ2∑n−T

j=0 π2
j

이며, IO의 경우

ŵI = eT , Var(ŵI) = σ2

이다.
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14.2.3 이상점의 탐지

이상점을안다는가정하에서는위처럼분석이가능하다.따라서실제분석시에는이상점이어디서나타나고

어떤 종류인지를 확인해 보아야만 한다. 대표적으로, 아래 가설을 생각하자.

H0 : ZT는 이상점이 아니다

H1 : ZT는 AO이다, H2 : ZT는 IO이다, H3 : ZT는 LS이다, H4 : ZT는 TC이다

이를 확인하기 위해서는 i = 1, 2, 3, 4에 대하여 가능도비 검정통계량

λi =
ŵ√

Var(ŵ)

를 이용할 수 있다.

Definition 25. 반복 추정 절차는 아래의 과정으로 이루어진다.

1. 먼저 이상점이 없다는 가정 하에서,

êt = Π̂(B)Zt =
Φ̂(B)

Θ̂(B)
, σ̂2 =

1

n

n∑
t=1

ê2t

을 구한다.

2. 이상점의 탐지

(a) 각 i와 시점 t에서 λ̂i,t를 구한다.

(b) 절대값이 가장 큰 검정통계량 λ̂T = maxi,t |λ̂i,t|를 선택한다. 이 값을 기각역과 비교하여 더 크다

면 이상점이 발생하였다고 판단한다.

(c) 그 경우 해당 시점 T에서 해당 이상점의 종류가 발생하였다고 생각하고,

Z̃t = Zt − ŵv̂(B)It(T )

ẽt = êtv̂(B)Π̂(B)It(T )

σ̃2 =
1

n

n∑
t=1

ẽ2t

으로 조정한다. 이때 v̂(B)는 대개 ARMA에서의 비처럼 ŵ(B)
ˆδ(B)
으로 추정한다.

3. 앞서 수행한 과정을 모든 이상점이 탐지될 때까지 반복하여 수행한다.

4. T1, · · · , Tk 시점에서 나타나는 이상점의 종류를 판단하고,

Zt =

k∑
j=1

wjvj(B)It(Tj) +
Θ(B)

Φ(B)
ϵt

를 적합하여 이상점의 효과 w1, · · · , wk와 모수를 모두 추정한다. 그 다음 새로운 잔차를 구하고, 그들

로써 분산을 추정한다.

5. 위의 네 과정을 다시 반복하여 추가적인 이상점이 없는 순간까지 수행한다.



Chapter 15

이분산시계열모형

앞선 모든 모형은 동일한 분산의 시계열을 가정하는 반면, 이분산시계열모형에서는 정상시계열이되 조건부

분산이 관측값에 의하여 변할 수 있게 함으로써 변동성집중과 같은 현상을 묘사할 수 있다.

15.1 ARCH 모형

Definition 26. 차수가 q인 자기회귀이분산 모형은 ARCH(q)처럼 쓰며,

Zt = σtϵt, ϵt ∼ N(0, 1)

σ2
t = ζ + α1Z

2
t−1 + · · ·+ αpZ

2
t−q

에 의해 생성되는 Zt를 의미한다.

Theorem 12. ARCH 시계열에 대하여 비조건부 분산은

σ2 =
ζ

1− α1 − α2 − · · · − αq

으로 시간에 무관하며, 정상성이 만족될 조건은

ζ > 0, αi ≥ 0, α1 + α2 + · · ·+ αq < 1

이 된다.

ARCH 모형 하에서 Zt의 조건부 분포를 구하면

f(z) =

n∏
i=1

1√
2πσt

exp

(
−1

2

Z2
t

σ2
t

)

이며, 이를 σ2
t에 대한 모형 하에서 최적화하는 모수들을 찾으면 적합을 수행할 수 있다. 또한 이렇게 찾은

최대가능도추정량은 일치추정량이며, 점근적으로 정규분포를 따름이 알려져 있다. 오차항 분포가 정규분포

가 아니어도 quasi-MLE가 유효함이 알려져 있다. 혹은 νt = Z2
t − σ2

t이 martingale difference sequence임을

이용하여 νt를 오차항으로 하는 최소제곱추정을 해도 된다.

검정하는경우,잔차 ϵ̂t에대해 AR(q)모형을적합한뒤, LM-ARCH검정통계량 nR2 ∼ χ2(q)임을이용하여

결정계수가 클 때 ARCH효과가 존재한다고 판단할 수 있다. 혹은 회귀모형에서의 F통계량을 이용하는 것

역시가능하다.이경우에는 qF ∼ χ2(q)임을이용한다.이외에도 ϵ2t에대해륭-박스검정을하거나,자크-베라

검정 등을 수행하여 모형을 따르는지 확인해줄 수 있다.
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15.2 GARCH 모형

Definition 27. GARCH(p, q) 모형은 아래에 의해 생성되는 Zt를 의미한다.

Zt = σtϵt, ϵt ∼ N(0, 1)

σ2
t = ζ + α1Z

2
t−1 + · · ·+ αqZ

2
t−q + β1σ

2
t−1 + · · ·+ βpσ

2
t−p

이때 ζ > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0이다. 이 모형이 정상시계열일 조건은
∑q

i=1 αi +
∑p

j=1 βj < 1이며, 비조건부

분산은 ζ
1−

∑q
i=1 αi−

∑p
j=1 βj

이다.

15.3 GARCH 모형의 변형 형태

15.3.1 IGARCH 모형

Definition 28. 만약 정상성 조건의 끝에 있어
∑q

i=1 αi+
∑p

j=1 βj = 1이라면 Integrated GARCH 모형

이라부른다.이는어느한시점에서의영향력이그이후지속적으로영향을미치는경우로, σ2
t+k을예측하는

데 σ2
t가 지속적으로 필요함을 의미한다.

15.3.2 threshold GARCH 모형

Definition 29. Zt가

Zt = σtϵt, ϵt ∼ N(0, 1)

σ2
t = ζ + α11(Z

+
t−1)

2 + α12(Z
−
t−1)

2 + β1σ
2
t−1

ζ > 0, α11, α12, β1 ≥ 0

을 만족하면, threshold GARCH(1,1) 모형을 따른다고 말한다. 이는 주식시장에서의 레버리지 효과와

같은 비대칭성을 반영하기 위한 모형이다.

15.3.3 ARMA-GARCH 모형

Definition 30. Zt가

Zt = ϕ1Zt−1 + · · ·+ ϕmZt−m + ηt − θ1ηt−1 − · · · − θnηt−n

ηt = σtϵt, ϵt ∼ N(0, 1)

σ2
t = ζ + α1Z

2
t−1 + · · ·+ αqZ

2
t−q + β1σ

2
t−1 + · · ·+ βpσ

2
t−p

ζ > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0

이라면 이는 ARMA(m,n) − GARCH(p, q) 모형을 따른다고 말한다. 이를 확장하면 threshold AR(1)-

GARCH(1,1)과 같은 구성도 가능하게 된다.

15.3.4 EGARCH 모형

Definition 31. 만약 Zt가 아래처럼 결정된다면, EGARCH(1,1) 모형을 따른다고 말한다. 이 역시 비대칭

성을 표현하기 위한 모형이다.

Zt = σtϵt, ϵt ∼ N(0, 1)

log(σ2
t ) = ζ + θ(Zt−1/σt−1) + γ(|Zt−1/σt−1| − E[|Zt−1/σt−1|]) + β log(σ2

t−1)



Chapter 16

분위수회귀와 변화점 탐지

16.1 분위수회귀

X1, · · · , Xn이 FX로부터의 랜덤표본이다. 우리가 궁금한 것은 VaR 등을 구하기 위하여, τ ∈ (0, 1)에 대해

퀀타일

qX(τ) = F−1
X (τ) = inf{x : FX(x) ≥ τ}

를 추정하는 것이다. 그런데

ρτ (x, a) = (x− a)(τ − I(x < a))

로 정의하면

E[ρτ (X, a)] = E[(X − a)(τ − I(X < a))]

∂

∂a
E[ρτ (X, a)] = E[−(τ − I(X < a))− δa(X − a)]

= P (X < a)− τ

이므로 일계조건에 의하여 a = qX(τ)가 이를 최소로 만든다. 따라서

qX(τ) = argmina E[ρτ (X, a)]

이며 추정은

q̂X(τ) = argmina
1

n

n∑
i=1

ρτ (Xi, a)

로써 가능하다.

GARCH(1,1) 모형 하에서, t−1 시점까지의 정보를 바탕으로 Zt의 분위수를 예측하는 문제를 생각해 보자.

그렇다면

q̂Zt|It−1
= argmina E[ρτ (Zt, a)|It−1]

= σtq̂ϵt|It−1
(τ)

= σt × qϵ(τ)

=
√
ζ + αZ2

t−1 + βσ2
t−1 × ξ := gt(α, β, ζ, ξ)
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처럼 퀀타일이 α, β, ζ, ξ의 함수로 주어짐을 안다. 따라서 이로부터

argmin
1

n

n∑
t=1

ρτ (Zt − gt(α, β, ζ, ξ))

을 찾아준 다음, 추정된 모수들을 통해 gt를 계산하면 그것이 It−1 하에서 Zt의 τ 퀀타일 예측치가 된다.

이는 ϵ에 정규분포 가정을 하지 않고 어떠한 분포든 분산이 1인 IID 분포기만 하면 적용 가능하다. 분포족을

안다면, ξ와 같은 값은 이미 아는 값이 될 것이다.

16.2 CUSUM 검정

레짐변화모형이나 지수평활법 등에서는 시계열의 평균이 시간에 따라 변할 수 있는 상황을 고려한다. 예를

들어,

Xt ∼ N(µt, σ
2)

으로 평균 수준이 국지적으로는 상수이면서 전반적으로는 변할 수 있는 시계열이 있다. 이 경우 관측된 영역

내에서 µt의 변화가 있었는지 검정하고 싶을 수 있다. 이러한 변화점 탐지에서 사용할 수 있는 것이 CUSUM

검정이다.

H0 : X1, · · · , Xn ∼ N(µ0, σ
2)

H1 : X1, · · · , Xk ∼ N(µ0, σ
2)

Xk+1, · · · , Xn ∼ N(µ1, σ
2)

와 같은 상황이 대표적이다. 이때 k는 알려지지 않은 상황이라 하자. 이 검정의 검정통계량은

Tn(s) =
1√
nσ

∣∣∣∣∣∣
[ns]∑
i=1

Xi −
(
[ns]

n

) n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣∣
=

1√
nσ

∣∣∣∣∣∣
[ns]∑
i=1

(Xi − µ0)−
(
[ns]

n

) n∑
i=1

(Xi − µ0)

∣∣∣∣∣∣
≈W (s)− sW (1) =W 0(s)

Tn = sup
s

|Tn(s)| ≈ sup
s

|W 0(s)|

이며,그분포가잘알려져있기에이값이크다면귀무가설을기각하고,최대가되는 s에서 [ns]를변화점으로

삼는다.

동일한 원리로 분산 변화를 보고 싶으면

Tn = max
s

 1√
nτ̂n

∣∣∣∣∣∣
[ns]∑
i=1

X2
i −

(
[ns]

n

) n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣∣


을 검정통계량으로, GARCH 모형에서의 모수 변화를 보고 싶으면

Tn = max
s

 1√
nτ̂n

∣∣∣∣∣∣
[ns]∑
i=1

ϵ̂2t −
(
[ns]

n

) n∑
i=1

ϵ̂2t

∣∣∣∣∣∣


을 검정통계량으로 이용할 수 있다. 이때 τ̂n은 표준편차의 추정량으로, 표본 4차적률에서 표본 2차적률의

제곱을 빼서 추정한다.
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