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⟨권이태, 0802⟩

단위근검정

Diceky-Fuller 검정

다음과 같은 AR(1) 과정을 생각해 보자.

Zt = ϕZt−1 + ϵt

이때 ϵt ∼W.N.(0, σ2)이다. 잘 알려져 있듯, |ϕ| < 1일 때에 이 시계열은 정상시계열이 된다.

한편 단위근검정에서는 ϕ = 1인지를 판정하려 한다. 일반적으로 그 검정에는 ϕ의 최소제곱추정량 ϕ̂를 이

용한다. 이때 아래의 세 가지 모형이 존재하며, 각 모형 하에서 ϕ̂의 분포가 다르기에 자료의 성질에 맞는

검정법을 택해야만 한다.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ϵt (절편이 없는 확률보행과정)

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ϵt (절편이 없는 AR(1) 과정)

이때 귀무가설 ϕ = 1 하에서 ϕ-statistic은 Wiener process W에 대하여

T (ϕ̂− 1) =
T−1

∑T
t=2 Zt−1Zt

T−2
∑T

t=2 Z
2
t−1

d→
∫ 1

0
W (r)dW∫ 1

0
W (r)2dr

, t-statistic은

tT =
ϕ̂− 1

σ̂

d→
∫ 1

0
W (r)dW(∫ 1

0
W (r)2dr

)1/2
으로 점근분포를 가진다. 따라서 이를 바탕으로 분포표에서 분위수를 확인하여 각 통계량의 값이 충분히

작으면 귀무가설 H0 : ϕ = 1을 기각할 수 있다.

Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ϵt (절편이 없는 확률보행과정)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ϵt (절편이 있는 AR(1) 과정)

실제 데이터가 절편이 없는 확률보행과정을 따르는데 이를 절편이 있는 과정으로 적합하는 경우, ϕ̂에 대한

두 통계량은 아래의 점근분포를 가진다.

T (ϕ̂− 1)
d→
∫ 1

0
W (r)dW −W (1)

∫ 1

0
W (r)dr∫ 1

0
W (r)2dr −

(∫ 1

0
W (r)2dr

)2
tT

d→
∫ 1

0
W (r)dW −W (1)

∫ 1

0
W (r)dr(∫ 1

0
W (r)2dr −

(∫ 1

0
W (r)2dr

)2)1/2

한편 일반적으로는 귀무가설로 H0 : ϕ = 1보다는 H0 : ϕ = 1, δ = 0을 사용한다. 왜냐하면 H0 : ϕ = 1

은 절편이 있는 확률보행과정 역시 허용하는데, 이는 결정적 추세를 가지게 되어 실제 데이터와 멀어지기

때문이다. 따라서 이에 대해 OLS F검정통계량을 통해 동시검정을 하는 방법이 더욱 적절하다고 생각된다.

같은 이유로, 아래 역시 허용되지 않는다.

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ϵt (절편이 있는 확률보행과정; 결정적 추세 존재)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ϵt (절편이 있는 AR(1)과정; 결정적 추세 부재)
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Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ϵt (절편이 있는 확률보행과정; 결정적 추세 존재)

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ϵt (절편과 추세가 포함된 모형)

이때에도 마찬가지로 T (ϕ̂ − 1)과 tT는 적절한 수렴성을 갖는다. 여기에서도 마찬가지로, ϕ = 1과 β = 0을

동시에 검정하는 상황이 더욱 선호된다. 이떄 F검정통계량을 마찬가지로 사용한다. 주의할 것은 Case 2와

Case 3 모두에서 F통계량은 그 형태만 F통계량의 형태일 뿐 실제로 F분포를 따르지는 않으며, Dickey와

Fuller가 시뮬레이션을 통해 얻은 별도의 분포표를 따라 검정해야 한다. 이 경우의 검정은 시계열의 추세가

존재할 때 이 추세가 절편 δ에 의한 것인지, 혹은 실제적인 추세 βt의 존재에 따른 것인지를 파악하는 효과도

있다.

따라서 일반적으로 데이터를 보고 나서, 평균수준이 0으로 생각되면 Case 1을, 평균수준이 0이 아니나

추세가 없다면 Case 2를, 추세가 존재하는 경우 Case 3을 선택하여 검정하는 것이 올바르다.

Augmented Dickey-Fuller 검정

만약 시계열자료가 AR(p)를 따르는 경우, Dickey-Fuller 검정을 적용하기에 무리가 있다. 시계열자료가

AR(p)를 따른다면,

Zt = ϕ1Zt−1 + ϕ2Zt−2 + · · ·+ ϕpZt−p + ϵt

로 쓸 수 있을 것이다. 이때 ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · · + ϕp, ξj = −[ϕj+1 + ϕj+2 + · · · + ϕp]를 정의하면, ADF

representation

Zt = ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + ξ2∆Zt−2 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

를 얻게 된다.

한편 이 시계열이 단위근을 가질 경우, 특성방정식

Φ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z
2 − · · · − ϕpz

p

이 근 z = 1을 가지므로

ϕ = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕp = 1

을 얻는다. 따라서 ADF representation 하에서 ϕ = 1을 검정하는 것이 단위근검정이 된다.

만약 귀무가설이 참이라면, 즉 ϕ = 1이라면,

∆Zt = Zt − ϕZt−1 = ξ∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

으로 ∆Zt가 AR(p− 1) 과정을 따르게 된다. 한편 AR(1) 모형 하에서

Zt = ϕZt−1 + ϵt

를 검정할 때, ϕ = 1이라면 ϵt = ∆Zt이다. 즉 ϵt의 독립성을 가정하는 일반적인 DF 검정과 달리, ADF

검정에서는 오차항에 자기상관이 존재할 수 있다고 가정함으로써 이를 AR(p) 모형에까지 확장하였다고 볼

수 있다.

한편 여기에서도 마찬가지로 세 가지의 케이스가 존재한다. DF 검정의 스피릿과 동일하게, 서로 비교가능한

실제 모형과 적합모형 사이에서 검정을 수행한다. 단지 다른 것은 오차항의 자기상관성을 허용함에 따라

검정통계량이 살짝 달라졌다는 것뿐이다.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt
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이때 검정통계량은 아래와 같다.

Zϕ =
T (ϕ̂− 1)

1− ξ̂1 − · · · − ξ̂p−1

d→
∫ 1

0
W (r)dr∫ 1

0
W (r)2dr

tT =
ϕ̂− 1

σ̂ϕ̂

d→
∫ 1

0
W (r)dr(∫ 1

0
W (r)2dr

)1/2
즉동일한검정통계량의분포를따르지만, Zϕ에서오차항의자기상관을고려하여 1− ξ̂1−· · ·− ξ̂p−1로나눠준

것만 다르다.

Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

동일한 방식으로 Zϕ와 tT를 구할 수 있으며, 동일한 조정을 취하면 DF 검정의 Case 2와 동일한 극한분포를

가진다. OLS F검정 역시 마찬가지로 DF 검정에서와 동일하다.

Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ξ1∆Zt−1 + · · ·+ ξp−1∆Zt−p+1 + ϵt

검정통계량과 OLS F검정통계량의 분포는 역시 적절한 조정을 취한다면 DF 검정의 Case 3과 같다.

Phillips-Perron 검정

DF 검정에서 ADF 검정으로 발전하며 AR(p)를 가정하여 단위근을 검정하는 방법을 배웠다. 이는 사실상

오차항 ϵt의 독립성 가정을 포기하고 자기상관을 허용함으로써 이루어진 것이다. PP 검정에서는 이를 더욱

확장하여 오차항 ϵt의 자기상관성을 AR(p− 1) 모형 대신 MA(∞) 모형을 통해 처리한다.

먼저 Beverage-Nelson 분해에 대해 알아 보자.

Zt = Zt−1 + ut

라고 할 때, ut가 MA(∞) 모형을 따라

ut = Ψ(L)ϵt =

∞∑
j=0

ψjϵt−j

라 하자. ϵt ∼W.N.(0, σ2)이며
∑∞

j=0 j|ψj | <∞를 만족한다고 하자. 그렇다면 초기값이 Z0인 시계열 Zt는

Zt = Zt−1 + ut

= Zt−2 + ut−1 + ut

= · · ·

= Z0 + u1 + u2 + · · ·+ ut−1 + ut

= ψ(1)(ϵ1 + ϵ2 + · · ·+ ϵt) + ηt − η0 + Z0

처럼 쓸 수 있다. 이때 ψ(1) =
∑∞

j=0 ψj , ηt =
∑∞

j=0 αjϵt−j , αj = −
∑∞

k=j+1 ψk이다. 한편 조건에 의하여∑∞
j=0 |αj | < ∞이기에 ηt는 잘 정의되는 정상시계열이다. ADF 검정에서는 ut가 AR(p − 1)을 따름을 가

정하는데, 이를 MA(∞)로 변환하면 BN 분해를 위한 가정을 잘 만족함이 알려져 있다. PP 검정은 적절한

수정항을 추가함으로써 AR(p)로부터 비롯되는 MA(∞) 모형이 아닌 일반적인 MA(∞) 모형을 따르는 ut에

대해서도 단위근 검정을 수행할 수 있게 한다.
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BN 분해 하에서 ηt는 정상성을 갖는 과정이고 Z0, η0는 고정된 값이다. 따라서
√
T ū 따위의 점근분포를 구하

려할때,
√
Tψ(1)ϵ̄이큰도움이된다.자기상관성을가지는 ut들에비해 ϵt는독립성을가져계산이쉬우므로,

점근분포의 계산에 큰 역할을 한다. Hamilton 책의 506p를 보면 그 과정이 꽤 자세하게 등장한다.

과정은 생략하고, 아래의 값들을 정의하여 보자.

ûj :적절한 모형 하에서 구한 잔차

σ̂2
ϕ̂
:적절한 모형 하에서 구한 추정량의 분산

s2T =
1

T − 2

T∑
t=2

û2t (ut 분산의 OLS 추정량)

γ̂j =
1

T

T∑
t=j+1

ûtût−j

λ̂2 = γ̂0 + 2

q∑
j=1

[1− j/(q + 1)]γ̂j (q시점까지 자기공분산함수가 유의해 보이는 경우의 Newey-West 추정량)

∆1 =
1

2

(
T 2σ̂2

ϕ̂

s2T

)
(λ̂2 − γ̂0)

∆2 =
1

2

(
T σ̂ϕ̂
sT

)
λ̂2 − γ̂0

λ̂

그렇다면, 조정된 통계량

Z∗
ϕ = T (ϕ̂− 1)−∆1

는 각 케이스에서 DF 검정에서의 T (ϕ̂− 1)와 동일한 점근분포를 따른다.

만약 t통계량을 이용하고자 한다면, 아래의 조정을 이용할 수 있다.

t∗T =

(
γ̂0

λ̂2

)1/2

tT −∆2

이 역시 각 케이스에서 DF 검정에서의 tT와 동일한 점근분포를 따른다.

한편 마지막으로 ût를 구하는 방법에 대해 의문이 있을 수 있다. 각 케이스와 해당 경우의 ût를 알아 보자.

Case 1

실제 모형: Zt = Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = ϕZt−1 + ut

잔차: ût = Zt − ϕ̂Zt−1

Case 2

실제 모형: Zt = Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + ut

잔차: ût = Zt − δ̂ − ϕ̂Zt−1

Case 3

실제 모형: Zt = δ + Zt−1 + ut, ut = Ψ(L)ϵt

적합 모형: Zt = δ + ϕZt−1 + βt+ ut

잔차: ût = Zt − δ̂ − ϕ̂Zt−1 − β̂t

즉 종합하면 단위근검정에서는 크게 두 가지를 고려해야 한다. 첫째. 어떤 검정을 사용할 것인가? 둘째. 그

리고 어떤 모형을 가정할 것인가? 분석하고자 하는 시계열에서 오차항의 자기상관구조, 시계열의 평균과

추세를 고려하여 9개 케이스 중 하나를 잘 택한 뒤 검정해야만 할 것이다.


